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ПРЕДИСЛОВИЕ

Для непараметрической статистики последние полвека были вре-
менем зарождения ранговых методов, их бурного развития, достиже-
ния ими зрелости и обретения широкой известности. Ранговый под-
ход в статистике состоит в замене элементов выборки их рангами и в
дальнейшем анализе этих рангов, а не самих исходных наблюдений.
Для статистических моделей, более сложных, чем выборка, рангами
заменяют видимые остатки. Лет десять назад мы начали изучать
возможности, которые открывает для непараметрического анализа
аналогичный переход от наблюдений или остатков к их знакам. Не-
которые знаковые правила были известны издавна. Вспомним хотя
бы критерий знаков. Мы развивали этот подход в наших теорети-
ческих статьях и практических исследованиях. Когда же все мы (ав-
торы этой книги) собрались в Московском университете и когда наши
исследования получили поддержку Российского фонда фундаменталь-
ных исследований, мы решили изложить эту тему систематически.
Так появилась эта книга. Знаковый метод исходит из предположения,
что случайные ошибки могут быть положительными или отрицатель-
ными с равными вероятностями. При этом условии знаковые выво-
ды оказываются свободными от распределения. Как дополнительное
достоинство следует отметить, что эти выводы проявляют высокую
устойчивость при отступлении от модельных предположений. Напри-
мер, по отношению даже к значительной доле грубых ошибок. Может
показаться удивительным, но относительная асимптотическая эффек-
тивность знаковых правил оказывается довольно высокой, несмотря
на явную потерю информации, которая происходит при замене чисел
их знаками.

Наибольшее внимание мы уделили малым выборкам. При этом
мы стремились к точным (не асимптотическим) результатам: точным
уровням значимости при проверке гипотез, точным доверительным
вероятностям при доверительном оценивании. Отметим, что необхо-
димые вычислительные процедуры оказались достаточно простыми
и быстрыми, чтобы их можно было провести на рядовых компьюте-
рах. Мы даже разработали для этих целей пакет прикладных про-
грамм. С его помощью и сделаны вычисления в тех примерах, кото-
рые рассмотрены в книге. Мы исследовали также асимптотические
свойства знаковых правил, когда число наблюдений неограниченно
растет. Асимптотическое исследование знаковых процедур сводится
к исследованию случайных процессов (и полей) типа эмпирических
и взвешенных эмпирических, но построенных по видимым остаткам.
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Технически эти параграфы в книге наиболее сложные. Знаковые пра-
вила, представленные в книге, образуют непараметрическую схему
обработки данных, с помощью которой можно решать основные ста-
тистические задачи: проверку гипотез (в том числе линейных), вы-
числение точечных оценок и построение доверительных множеств для
неизвестных параметров. По своим возможностям и кругу доступных
им задач знаковые методы оказываются вполне сопоставимы с ранго-
выми.

Мы развиваем знаковые методы применительно к линейным мо-
делям. В первой части книги это регрессионные и факторные моде-
ли, т.е. статистические модели независимых наблюдений. Во второй
части мы рассматриваем линейные модели для временных радов, в
основном для модели авторегрессии. Во введении мы на примерах
показываем возможности знаковых методов и разъясняем основы зна-
кового непараметрического анализа.

Мы старались сделать изложение доступным как можно бо-
лее широкому кругу читателей, которые интересуются не только
собственно статистической теорией и ее непараметрическим аспек-
том, но и приложениями этой теории. Сказанное в особенности отно-
сится к первой части. Здесь мы обсуждаем и численные методы для
построения знаковых процедур. Для чтения книги достаточно зна-
комства с базовыми курсами теории вероятностей и математической
статистики. Требуется также некоторый навык чтения математи-
ческой литературы; это больше относится ко второй части. Жела-
тельно знакомство с классическим гауссовским регрессионным и дис-
персионным анализом.

Вклад авторов в разные главы книги был различен. Первая
часть в основном написана Ю.Н.Тюриным, вторая — в основном
М.В.Болдиным. Г.И.Симоновой выполнены все расчеты и написаны
вычислительные параграфы в обеих частях книги.

Следующие строки для нас самые приятные во всей книге. В них
мы выражаем признательность всем, кто так или иначе способствовал
нашим исследованиям и помог нам изложить их здесь. К сожалению,
не всех мы можем назвать поименно. Но это не значит, что мы не-
благодарно забыли остальных.

Мы благодарны Московскому государственному университету и
его механико-математическому факультету, из которого все мы вы-
шли и где сейчас продолжаем работать, за стимулирующую к иссле-
дованиям обстановку, за поощрение исследований и за их поддержку.

Мы благодарно чтим память академика В.В.Гнеденко, при забо-
тливом внимании которого были проведены эти исследования.

Мы благодарны профессору Н.М.Сотскому за обсуждения теоре-
тических и прикладных вопросов статистического анализа временных
рядов.

Мы благодарны профессору А.С.Шарову за консультации по
астрономическим проблемам, затронутым в главе 1.

Мы благодарим профессоров А.П.Коростелева, А.А.Макарова,
Я.Ю.Никитина и Э.В.Хмаладзе за внимание к работе и полезные об-
суждения.
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Мы благодарны профессору Д.М.Чибисову за перевод этой книги
на английский язык. В процессе этой работы он сделал много ценных
замечаний, способствовавших прояснению и уточнению текста, книги,
за что мы также ему глубоко признательны.

Мы благодарим наших студентов, слушателей наших лекций и
участников наших семинаров, в сотрудничестве и в общении с кото-
рыми мы проводили наши исследования.

Мы благодарны Российскому фонду фундаментальных исследова-
ний, который своим грантом поддержал наши исследования и издание
этой книги.

Мы благодарим наших близких за всемерную поддержку и без-
граничное терпение.

Москва, М.В.Болдин
июль 1997 г. Г.И.Симонова

Ю.Н.Тюрин



ВВЕДЕНИЕ

Книга посвящена знаковому непараметрическому подходу к ста-
тистическому анализу данных. Мы излагаем этот метод примени-
тельно к линейным моделям независимых наблюдений и к авторегрес-
сионным моделям временных рядов.

Непараметрические методы, и знаковый в их числе, расширяют
область приложения статистических методов по сравнению с класси-
ческими параметрическими методами, в которых считается, что рас-
пределение случайных ошибок следует определенному закону, извест-
ному с точностью до параметров. Среди прикладных методов ста-
тистики метод наименьших квадратов, несомненно, является наиболее
важным. Этот метод позволяет получить глубокие статистические
результаты при предположении, что случайные ошибки распределе-
ны по нормальному (гауссовскому) закону. Это модельное предполо-
жение отражает в общих чертах поведение реальных статистических
наблюдений во многих задачах. Замечательное свойство гауссовской
модели состоит в том, что на ее основе создана целостная система
статистической обработки, включающая в себя точечное и интерваль-
ное оценивание параметров, проверку статистических гипотез и т.д.
Именно это (вместе с простотой вычислений) обеспечило гауссовским
методам стойкую и долгую популярность в прикладных исследова-
ниях.

Но теоретические богатства гауссовской модели не должны засло-
нять от нас тот факт, что положенные в ее основу математические
предположения на практике могут не выполняться. В этом случае вы-
воды, полученные средствами гауссовской статистики, рискуют ока-
заться ошибочными. К тому же не существует методов, позволяющих
надежно_проверить1_следуют ли случайные ошибки нормальному за-
кону. Более того, часто вообще не удается указать какого-либо па-
раметрического семейства, в рамках которого находится конкретное
распределение ошибок. Поэтому практике нужна статистическая те-
ория, ориентированная не на какое-либо параметрическое семейство,
а применимая к более широкому классу статистических ошибок, т.е.
непараметрическая. При этом мы хотели бы, чтобы по кругу решае-
мых задач и по своим возможностям предлагаемый метод не уступал
гауссовскому, т.е. тоже предоставлял естествоиспытателю целостную
систему статистической обработки, включая упомянутые точечное и
доверительное оценивания и проверку гипотез.

Один из таких непараметрических методов — ранговый, т.е.
основанный на рангах наблюдений — был разработан в последние
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десятилетия и сейчас широко известен. Он основан на предположе-
нии, что случайные ошибки независимы и распределены непрерывно

В этой книге мы развиваем другой непараметрический метод, в
основе которого лежат предположения, что не^а^И£тль1е_случашше
ошибки с равными вероятностями принимают положительные и от^
рицательные^начшия^^При этом часто они даже не оТ5язаны~быть
одинаково распределенными. Так как в этом методе используются
не сами наблюдения, а их знаки (или знаки остатков), естественно
называть этот метод знаковым.

Отдельные знаковые правила были известны в статистике издав-
на. Общеизвестным примером может служить критерий знаков для
проверки гипотез о медиане независимых одинаково распределенных
наблюдений. Наши знаковые процедуры применимы к более сложным
моделям данных, в частности, к регрессионным схемам (в том числе
факторным) с независимыми ошибками и к линейным моделям вре-
менных рядов типа авторегрессии, скользящего среднего и их моди-
фикациям. Для всех таких (достаточно разнообразных) моделей зна-
ковые процедуры сохраняют несколько характерных особенностей, из
которых здесь выделим лишь несколько.

Важнейшим свойством нам представляется то, что при упомяну-
тых выше предположениях знаковые тестовые статистики свободны
от распределения исходных данных. Это позволяет не только стро-
ить тесты с фиксированным уровнем значимости для малых выборок,
но и получать точные доверительные множества для неизвестных па-
раметров. Такая возможность — редкое и ценное свойство даже в
схемах независимых наблюдений, не говоря о более сложных моделях
временных рядов.

Другое привлекательное свойство знаковых процедур — их
асимптотическая нормальность (в случае, когда объемы выборок
стремятся к бесконечности) при минимальных ограничениях на рас-
пределение данных. Это полезное и важное свойство. Оно, к слову,
выполняется вовсе не для всех широко используемых на практике про-
цедур. В частности, для схемы авторегрессии общеизвестные и обыч-
но используемые оценки наименьших квадратов и наименьших моду-
лей являются д/п-асимптотически нормальными лишь при конечной
дисперсии наблюдений; если же эта дисперсия бесконечна, то оценки
могут сходиться к истинным значениям быстрее, чем с обычной ско-

-1/2

ростью п ч", но, к сожалению, их асимптотические распределения
неизвестны. Разумеется, переход от самих наблюдений к их знакам
сопровождается потерей информации. Замечательно то, что асимп-
тотическая эффективность знаковых правил по сравнению даже с
оптимальными не слишком мала. В гауссовской регрессии эта асимп-
тотическая эффективность равна 2/тг (как в схеме повторной выбор-
ки), а в гауссовской авторегрессии она равна (2/тг)2. Вообще, если
случайные ошибки имеют симметричную плотность, достигающую
в нуле своего максимального значения, то асимптотическая эффек-
тивность знаковых оценок в линейной модели относительно оценок
наименьших квадратов не опускается ниже 1/3,при тех условиях, ко-
гда знаковые оценки и оценки наименьших квадратов асимптотически
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нормальны. Для данных с «тяжелыми хвостами» асимптотическая
эффективность знаковых процедур относительно процедур наимень-
ших квадратов может быть и больше единицы и вообще сколь угодно
большой.

Знаюодьхе^цевхи^етойяииосвы^
°Ц?нок наименьших квадратов (а в схеме, авторегрессий неустойчивы
к выбросам и оценки наименьших модулей).

Знаковые процедуры можно использовать и в случае разнораспре-
деленных ошибок в схемах линейной регрессии и авторегрессии.

Наконец, знаковые процедуры составляют полную систему ста-
тистической обработки данных, сравнимую по кругу решаемых задач
с процедурами наименьших квадратов для гауссовских ошибок.

Разумеется, существуют и иные способы обработки данных (на-
пример, ранговые), покрывающие весь спектр решаемых задач и обла-
дающие некоторыми из перечисленных свойств. Привлекательность
знаковых процедур в том, что для них эти свойства выполняются все
вместе. На нескольких конкретных примерах мы покажем сейчас, как
действуют знаковые методы. Первые два примера относятся к мо-
делям независимых наблюдений, третий посвящен временным рядам.
Мы начинаем с иллюстрации устойчивости, хотя это не самое глав-
ное и вполне ожидаемое свойство знаковых процедур. Зато оно очень
наглядно.

-30.0

20.30

Рис. В.1. Графики функции, оцененной знаковым методом (Sign) и методом

наименьших квадратов (LS)

П р и м е р 1. На рис. В.1 показаны искусственные данные,
подчиняющиеся регрессионной модели icj = в\ + M i + 03sin(wij) +
+ &, г = 1,...,п. Они имитируют наблюдения над зависимостью
ж = 01 + $2t -f 03sin(wi) в моменты <i,*2> • • ->*п. Эти наблюдения со-
провождаются случайными ошибками &, » = 1,...,п, которые мы



12 ВВЕДЕНИЕ

считаем независимыми. Относительно распределения этих ошибок
мы принимаем

У с л о в и е В.1. Р{& < 0} = Р{& > 0} = 0.5.

В рассматриваемом примере мы взяли следующую функцию рас-
пределения ошибок £,•,* = 1,..., п:

F(x) - (1 - е)Ф(х/(т) + еК{х/<т),
где Ф(х) — функция распределения стандартного гауссовского рас-
пределения, К(х) — функция распределения Коши,

1 * • ' ' " v (г = 3, £ = 0.2.

Точки на рис. В.1 изображают пары чисел (U, ж,) при некоторых
определенных значениях параметров в\, 0%, вз (из табл. В.1) при числе
наблюдений п = 101 и ш = 4тг/15. На рис. В.1 не изображен единичный
выброс хв = -1057.9 при ts = 1-7.

Предположим, что параметры В\, #2, 0з нам не известны (значе-
ние ш задано), и попытаемся восстановить эту зависимость по наблю-
дениям (ti,xi), г = 1,...,п. Кривая LS — результат восстановления
зависимости по методу наименьших квадратов. Несмотря на то, что
основная масса наблюдений близко следует истинной зависимости,
восстановленный результат имеет мало общего с действительностью.
Так проявилась в этом примере хорошо известная неробастность ме-
тода наименьших квадратов. В массе ошибки невелики и ведут себя
(приблизительно) как совокупность независимых одинаково распре-
деленных гауссовских случайных величин. Однако примерно 20% на-
блюдений содержат гораздо большие ошибки и потому выпадают из
общей массы. Такие наблюдения часто рассматривают как грубые
ошибки, засоряющие основной массив данных. Именно это засорение
и оказывает в данном случае решающее влияние на конечный резуль-
тат, полученный методом наименьших квадратов.

Кривая Sign получена иным методом — знаковым. Она почти не
отличается от графика истинной зависимости х от t, отмеченной на
рисунке меткой Model. В табл. В.1 приведены оценки параметров,
полученные двумя методами — наименьших квадратов и знаковым.

Параметр

02

03

Model

3.50

4.50

10.00

Т
LS

-29.77

6.87

-7.38

а б л и д а В.1

Sign

3.54

4.47

9.32

Из рис. В.1 и табл. В.1 видно, что знаковый метод дал хорошие
результаты, несмотря на засорение. Практика (и теория) показыва-
ет, что знаковые методы вообще обладают высокой устойчивостью к
засорению.

П р и м е р 2. Пример относится к анализу факторов. Мы
рассматриваем таблицу с двумя входами, где каждой комбинации
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уровней факторов (i,j) соответствует несколько значений отклика
Xijk, к — 1,...,т (одинаковое число наблюдений в каждой клетке).
Таблица содержит искусственные данные, порожденные аддитивной
моделью действия факторов, когда

Xijk = fi + at + fa + eijk.

Здесь H,ai,a2,. .;fii,02,- ••— соответственно генеральное среднее и
эффекты факторов; величины e,ji рассматриваются как ошибки, из-за
которых отклики Xijk отклоняются от ожидаемых значений fi+a{+/3j.
Совокупность ошибок в этой таблице e,-jfc имеет те же свойства, что
и в примере 1: к однородной выборке из гауссовского распределения
примешано немного резко отличающихся значений. В этом примере
модельная функция распределения ошибок имеет вид

F(x) = (1 - еЩх/in) + еФ(х/<г2),
где &х = 0.5, <г2 = 20, е = 0.15. Количество строк таблицы равно 5,
столбцов — 7. Число наблюдений в каждой клетке равно 12.

Рассмотрим задачу оценивания неизвестных /i,a,-,/?j по наблю-
дениям Xijb. Вновь применим методы наименьших квадратов и зна-
ковый. К сожалению, факторный анализ нельзя представить столь
же наглядно, как регрессионный, и поэтому нельзя наглядно судить
о качестве полученных тем или иным методом результатах (т.е. об
оценках). Поэтому прибегнем к частотному анализу остатков, т.е.

величин Xi^ — ft — Si — 0j. Здесь fi, 8,-, J3j обозначают оценки соот-
ветствующих параметров. Если оценки близки к истинным значени-
ям, остатки ведут себя примерно как (ненаблюдаемые) ошибки е^ь
По их гистограмме в некоторой степени можно судить о качестве оце-
нок и тем самым о методе оценивания.

Гистограммы на рис. В.2 и В.З построены по остаткам жуц. — р—
— а,- — fy. Ha рис. В.З представлены результаты, полученные методом
наименьших квадратов; на рис. В.2 — знаковым методом. На обоих
рисунках показаны лишь остатки, попавшие в отрезок [—3,3]. Здесь
же изображена плотность гауссовского распределения с (Т\ = 0.5, ко-
торому подчиняется примерно 85% ошибок модели.

I 30.0

Й* 25.0

20.0

15.0

10.0

5.0

0.0
-3.00

Остатки

-2.26 -1.50 -0.75 0.00 0.75 1.Б0 2.26 3.00

Рис. В.2. Гистограмма остатков в знаковом методе
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10.0 •

5.0 -

0.0
-3.00 -2.25 -1.60 -0.75 0.00 0.75 1.50 2.25

Рис. В.З. Гистограмма остатков в методе наименьших квадратов

По гистограммам видно, что разброс остатков в знаковом методе
оказался меньше. Это означает, что знаковые оценки близки к ис-
тинным значениям параметров и мало подвержены влиянию грубых
ошибок. В табл. В.2 приведены результаты оценивания параметров
модели.

Таблиц» В.2

Параметр

0f4

Pi

P*
Рг
P*
P*
P*
P*

•f
t

Model

0.50

2.00

7.80

-5.30

-5.00

-6.40

7.30

13.50

-7.00

5.40

-2.60

-10.20

1.00

LS

0.99

2.39

7.48

-4.68

-6.19

-5,62

7.32

13.94

-7.82

5.47

-3.27

-10.02

0.86

Sign

0.56

2.08

7.66

-5.30

-5.00

-6.36

7.26

13.39

-6.87

5.42

-2.52

-10.31

0.96

П р и м е р 3. Пример иллюстрирует устойчивость знако-
вой оценки в линейной стационарной модели авторегрессии. Моде-
ли авторегрессии, модели скользящего среднего и более общие модели
авторегрессии-скользящего среднего являются наиболее популярными
в приложениях моделями временных рядов. Итак, пусть наблюдаются
величины уо,---,уп, где

Ш = «,• + *?&, г 6 Z = { . . . , -1,0,1,...};
величины {и,-} удовлетворяют уравнению авторегрессии первого по-
рядка

щ = /3щ„1 + е{, i e Z , \0\<1,
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где {е,} суть независимые одинаково распределенные случайные
ошибки. Величины {zj} — независимые одинаково распределенные
случайные величины, принимающие значения 1 и 0 с вероятностями у
и 1 — 7 соответственно; параметр 7i 0 ^ у ^ 1, характеризует уровень
засорения; {£,•} — последовательность независимых одинаково распре-
деленных величин, моделирующих грубые ошибки, засоряющие основ-
ной массив наблюдений; последовательности {«,}, {z]}, {£,•} предпо-
лагаются независимыми между собой.

На рис. В.4 мы приводим модельные данные yo,yi,...,yn для
п = 400; /3 = 0.2. Здесь {е,-} — последовательность стандартных
гауссовских величин; {&} — последовательность гауссовских вели-
чин с нулевым средним и среднеквадратичным отклонением <т — 10;
7 = 0.05.

25.0

yt

15.0

5.0

-5.0

-15.0

-25.0

*

1 L_

0.0 100.0 200.0

Рис. В.4. Наблюдения,подчиняюшиесямоделиг/j = 7
( ) ; ' 7 = 0 . 0 6 ; &~ N(0,100)

300.0 i 400.0

;,< = !, ...,400, /9=0.2;

Простейшей и наиболее распространенной оценкой параметров в
моделях авторегрессии (как и в модели линейной регрессии с незави-
симыми ошибками) является оценка наименьших квадратов. Оказы-
вается, как и в схеме линейной регрессии, оценка наименьших квадра-
тов очень чувствительна к выбросам. В то же время наша знаковая
оценка является устойчивой. Мы иллюстрируем сказанное расчета-
ми по модельным данным, описанным выше. В табл. В.З приведены
результаты расчетов для трех реализаций.

Таблица В.З
N = 400, /3=0.2, e<~JV(O,l), 7=0-08, 6~ЛГ(0,100)

Номер реализации

1

2

3

Оценка наименьших квадратов

0.04

0.02

0.03

Знаковая оценка

0.17

0.23

0.21
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^Устойчивость знаковых оценок — наглядное, но, как мы уже го-
ворили, не главное привлекательное свойство знаковых процедур. К
тому же, в настоящее время предложены и изучены многие другие ме-
тоды устойчивого оценивания (см., например, [42, 81; 36, 73]). Глав-
ным достоинством знакового метода мы считаем то, что с его помо-
щьюможно делать точные (не асимптотические) статистические вы-
воды (построение статистических тестов и доверительных множеств)
для малых выборок. „ При. этом наши выводы оказывается возмож-
ным сделать независимо от конкретного вида распределения данных,
и в этом смысле предлагаемые знаковые процедуры являются непара-
метрическими.

Проследим основные этапы знакового анализа на примере моде-
лей, которые мы рассматриваем в этой книге. В них наблюдаемый
статистический материал, скажем, X имеет структуру

X = /(»,«),

где /(.,.) — известная функция, £ — совокупность случайных ошибок,
0 — неизвестный (конечномерный) параметр. Для регрессионных мо-
делей (и для других линейных моделей для независимых наблюдений)
формула упрощается. Здесь

Так, в примере 1 параметр 0 as (0i,0з,0з)- В примере 2 параметр
0 в совокупности образуют средний уровень ц и главные эффекты
ai,c*2t>" и /?i»$2)..' Наконец, в примере 3 это одномерный пара-
метр р.

Если в гауссовском случае анализ обыкновенно начинают с оцени-
вания неизвестного 0, то непараметрический анализ схемы (В.1) мы
начинаем с построения разумного (еще лучше — в каком-либо смысле
оптимального) статистического теста для проверки гипотезы

#<у. 0 ^ 0 ° , (В.2)

где 0° задано^ Такая проверка оказывается возможной, если от ИСХОД-
НЫХ наблюдений X перейти к статистике У (функции от X и от 0°),
распределенной свободно при гипотезе Нй ИЗ (В.2). Имеется в виду
свобода от распределения ошибок, означающая, что распределение Y
одно и то же при любых распределениях ошибок, которые допустимы
по предположениям модели. В знаковом анализе это условие В.1. В
наших примерах статистики У суть соответственно

sign (щ - 0% - $1U - 9% sin(wi|)), г = 1,..., п,

Когда выполнено условие В.1 и 0° — истинное значение, перечислен-
ные выше случайные величины независимы и принимают значения 1
и - 1 с вероятностями 0.5.
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Уместно отметить, что в ранговом подходе принимают, что слу-
чайные ошибки независимы и распределены одинаково (и непрерыв-
но). При этом предположении свободно распределенными оказывают-
ся совокупности рангов приведенных выше остатков.

После перехода от наблюдений X к статистике У сложная гипо-
теза Но:в — 0° превращается в простую. Благодаря этому для про-
верки Но оказывается возможным указать статистические критерии
(основанные на У"), уровень значимости которых можно контролиро-
вать и который сохраняется постоянным при всех допустимых распре-
делениях случайных ошибок. Часто при построении таких критериев
(знаковых, ранговых, знако-ранговых) удается воспользоваться теми
или иными концепциями оптимальности. Это улучшает мощность
критериев. В тексте книги мы рассказываем, как это сделать. Сейчас
приведем лишь результаты. Скажем, в примере 1 локально оптималь-
ная знаковая тестовая статистика для проверки Но'- 0\ — #2 = #з = О
есть

t = l jsal

В примере З локально оптимальная тестовая статистика для проверки
Но' Р ~ 0о против односторонней альтернативы Я + : /3 > /?о имеет
вид

/ £ signfa-fou^Uk+m-PoUk+m-l)). (B.S)
ibssm+l

Против двусторонней альтернативы тестовой статистикой служит аб-
солютное значение статистики (В.З).

Распределения тестовых статистик могут зависеть от конкретно-
го значения 9°. Это не мешает тому, чтобы вычислить эти распре-
деления и их квантили сколь угодно точно при каждом значении 0°.
Например, методом статистических испытаний. Проверяемую гипо-
тезу следует отвергнуть при больших значениях критериальной ста-
тистики,

Путем «обращения» статистического теста для неизвестного па-
раметра в можно строить доверительные множества и даже точечные
оценки. А именно, доверительное множество для истинного значения
в есть совокупность таких /3, что гипотеза Я: в = 0 упомянутым
знаковым критерием не отвергается. При этом если проверка произ-
водится на уровне значимости а, то соответствующая доверительная
вероятность равна 1 - а. Пусть, к примеру, cn,a(ft) и cn,i-a(P) суть
квантили уровней а и 1 - а случайной величины (В.З). Тогда дове-
рительное множество для /9 уровня не меньше 1 - 2 а есть

п - 1

m = l
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В тексте мы показываем, как такие множества можно строить явно.
При больших п вместо точных квантилей можно использовать при-
ближенные, получаемые с помощью гауссовской аппроксимации.

Для регрессионных моделей доверительные множества выглядят
проще. Так, если гипотеза Щ: 6 = 0 принимается, когда X - f{9) €
6 А, то доверительное множество для неизвестного истинного значе-
ния в есть

{в: Х-f(6)e A}. (B.4)
Чтобы перейти от доверительных множеств к точечным оценкам,

надо сделать еще лишь шаг. Наши статистические критерии таковы,
что порождаемые ими системы доверительных множеств упорядочены
по вложению. Поэтому в качестве точечной оценки параметра можно
взять их общую часть. Иными словами, в качестве точечной оценки
параметра мы выбираем то значение переменной 0, при котором ми-
нимальна величина критериальной статистики. В одномерном случае
(пример 3) этому соответствует решение задачи

п—1 п

Е/?" 1 " 1 Y, sign(«fc-/3«fc_i)(«*+m-/3«i+m_i)-r0;

символ 4- означает переход функции через нулевой уровень.
Для регрессионных моделей дело опять упрощается, так как мож-

но ограничиваться гипотезами вида HQ: в = 0. С помощью знаковых
тестов эта гипотеза отвергается, если соответствующая критериаль-
ная статистика, скажем, q(Y), оказывается чрезмерно большой. По-
этому в качестве оценки неизвестного в в схеме (В.1) мы берем

вп = argmin д (X - /(0)).' (В.5)
U

В частности, для примера 1 оценка находится решением задачи

-вх-h U -

^(sinuti)eign(xi - 0i - 02tj - 0зsinшЩ =>• min .

Мы исследуем асимптотические свойства знаковых оценок и показы-
ваем, что они состоятельны и ^-асимптотически нормальны. Для
распределений с «тяжелыми хвостами» их асимптотическая эффек-
тивность относительно, например, оценок наименьших квадратов мо-
жет быть сколь угодно большой. Знаковые оценки устойчивы к засо-
рениям, как мы иллюстрировали выше.

Перечислим основные этапы статистического анализа, когда он
основывается на знаках (эти этапы схожи для многих статистических
моделей).

— Построение новой знаковой последовательности.
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— Построение основанного на этой последовательности локаль-
но оптимального и непараметрического знакового теста для проверки
гипотезы о фиксированном значении параметра.

— Построение доверительных множеств для конечных объемов
выборок.

— Построение соответствующих непараметрических знаковых
точечных оценок параметров.

— Асимптотическое исследование построенных тестов и оценок
при нулевой гипотезе и близких альтернативах.

— Проверка линейных гипотез (для многопараметрических схем).
— Исследование устойчивости процедур по отношению к выбро-

сам.

Уместно отметить, что описанным выше способом (новая после-
довательность — тест — доверительные оценки — точечные оценки
— линейные гипотезы) можно анализировать данные не только с по-
мощью знаков, но и рангов. Мы обсуждаем ранговый подход в книге
только кратко и сравниваем его со знаковым.

Впервые описанный выше способ действий был предложен
Дж.Ходжесом и Э.Леманом (см. [78]) в 60-х годах для задачи о двух
выборках, отличающихся неизвестным сдвигом. Они применили для
этого статистику ранговых сумм Уилкоксона. С тех пор для ранго-
вых методов эта непараметрическая программа реализована в полном
объеме усилиями многих авторов. Мы реализуем такую же програм-
му для знаковых методов.

Книга состоит из двух частей. В первой части мы описываем
непараметрические знаковые правила для линейных моделей с неза-
висимыми ошибками. Эта часть состоит из четырех глав. В гла-
ве 1 мы рассказываем о знаковом методе, избрав для этого простей-
ший пример — однофакторную линейную модель. Мы выбрали для
этого однофакторную линейную регрессию как математическую мо-
дель и закон Хаббла из астрономии как ее актуальное приложение.
На этом объекте мы показываем основные этапы знакового (непара-
метрического) анализа: вывод рационального статистического кри-
терия, основанный на постулируемых свойствах случайных ошибок;
построение оценок параметров на основе статистических тестов; из-
учение асимптотических свойств упомянутых процедур при увеличе-
нии числа наблюдений.

Глава 2 посвящена выводу статистических знаковых критериев
для общих линейных моделей и их изучению. Особое внимание уде-
лено практическому вычислению критических значений для малых
выборок.

Глава 3 отведена знаковому оцениванию. Мы определяем знако-
вые оценки с помощью знаковых тестовых статистик и затем обсужда-
ем вопросы их практического вычисления. Большую же часть главы 3
занимает асимптотическая теория знакового оценивания. Из отно-
сительно новых для непараметрического оценивания явлений можно
отметить единственность (глобальную, во всем пространстве) зна-
ковых оценок. Из технических новшеств упомянем доказательство
асимптотической линейности знаковых статистик на расширяющих-
ся компактах. Далее мы сопоставляем знаковые оценки с другими
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оценками и устанавливаем их близость к оценкам наименьших моду-
лей. Последнее обстоятельство может иметь важные последствия, так
как оно позволяет дополнить метод наименьших модулей знаковыми
правилами интервального оценивания и знаковыми статистическими
критериями.

Последняя в первой части глава 4 посвящена проверке линейных
гипотез и их многочисленным конкретным примерам.

Во второй части книги мы описываем непараметрические знако-
вые процедуры для моделей авторегрессии. Эта часть книги состоит
из трех глав. В главе 5 мы даем обзор наиболее известных и употре-
бительных статистических методов анализа авторегрессии — метода
наименьших квадратов и метода наименьших модулей. Мы изучаем
их свойства на примере авторегрессии первого порядка. Эти резуль-
таты затем используются в главах б и 7 для сравнения этих класси-
ческих процедур с непараметрическими знаковыми. Впрочем, лишь
часть результатов главы 5 является известной. Многие результаты
являются новыми. Например, поведение тестов и оценок при близких
альтернативах, метод исследования оценок и тестов наименьших мо-
дулей, некоторые факты о поведении оценок при засорении, результа-
ты о проверке стационарности авторегрессии и т.д. Все заимствован-
ные результаты снабжены ссылками. Отсутствие ссылки означает,
что результат является оригинальным. Таких принципов цитирова-
ния мы придерживаемся во всей книге.

Собственно знаковому анализу однопараметрической стационар-
ной авторегрессии посвящена глава 6. Мы предпослали ей подробное
введение. Знакомясь с ним, читатель сможет составить мнение о сути
знакового подхода. В главе 7 мы распространяем действия знаково-
го метода на многопараметрическую авторегрессию. Эту главу тоже
предваряем подробным введением. В главе 5 мы даем обзор наибо-
лее употребительных процедур статистического анализа авторегрес-
сии — наименьших квадратов и наименьших модулей. Эти результа-
ты понадобятся нам в главах 6 и 7 для сравнительного анализа обще-
употребительных процедур с непараметрическими знаковыми. Впро-
чем, лишь часть материала главы 5 является общеизвестной. Многие
результаты (например, поведение тестов и оценок при близких аль-
тернативах, метод исследования оценок и тестов наименьших моду-
лей, некоторые факты о поведении оценок при засорениях, результа-
ты о проверке стационарности авторегрессии и т.д.) являются ори-
гинальными.

Все заимствованные результаты снабжены ссылками; отсутствие
ссылки означает, что ранее этот факт в литературе не обсуждался.
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В этой главе мы разъясняем существо знакового метода на при-
мере однопараметрической линейной регрессии. Знаменитый закон
Хаббла из астрономии описывается именно такой статистической мо-
делью. Чтобы показать действие знакового метода на реальных дан-
ных, мы выбрали закон Хаббла.

§ 1.1. Закон Хаббла: история и современность

В 1929 г. американский астроном Э.Хаббл (Edwin P. Hubble) опу-
бликовал статью [80], которая сыграла важнейшую роль в современ-
ном естествознании. В этой статье он сообщил об удивительной за-
кономерности, которую он обнаружил, изучая внегалактические ту-
манности — галактики, огромные звездные системы, аналогичные
Галактике, в которой мы живем. Он заметил, что эти туманности
удаляются от Земли, и тем быстрее, чем они дальше. Более того,
скорость этого удаления оказалась пропорциональной расстоянию.

Сейчас эту пропорциональность называют законом Хаббла, а ко-
эффициент пропорциональности в законе — постоянной Хаббла. О
том, какова ее величина, в астрономии до сих пор идет дискуссия, хо-
тя сама линейная зависимость признается безусловно. Теперь явление
«разбегания» галактик истолковывается как свидетельство расшире-
ния пространства.

Закон линейного расширения (закон Хаббла) должен быть ста-
тистическим по самой природе. Дело в том, что галактики, поми-
мо общей вовлеченности в расширение пространства, имеют и прису-
щие им собственные движения относительно друг друга. В силу это-
го их лучевые скорости могут отличаться от предписанных законом
Хаббла. Мы будем считать эти отклонения от линейной зависимости
случайными и взаимно независимыми.

В 1917 г. в США был введен новый телескоп — 100-дюймовый
рефлектор, который по своим возможностям значительно превосхо-
дил все существовавшие до того времени инструменты. Вскоре на
нем начал работать вернувшийся с войны молодой Эдвин Хаббл. Его
интересовали туманности. В то время так называли все небесные
объекты, которые при фотографировании не распадались на звезды.

Сначала Хаббл изучал туманности, чтобы разобраться в их мно-
гообразии. Тогда много спорили, как их классифицировать, и пото-
му больше обращали внимание на их формы в «целом». Но затем
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Хаббл занялся детальным изучением некоторых из них — тех, на фо-
тографиях которых, сделанных с помощью телескопов, проявлялись
отдельные звезды. Прежде всего он обратил внимание на крупные и,
как можно было думать, близкие туманности в созвездиях Андроме-
ды и Треугольника. Ключевой шаг к открытию закона Хаббл сделал
в 1923-1924 гг.: в туманности Андромеды он нашел цефеиду. Це-
феиды — звезды замечательные. Они периодически изменяют свой
блеск, и логарифмы их периодов пропорциональны абсолютной звезд-
ной величине в максимуме блеска, характеризующей их истинную све-
тимость (т.е. блеск звезды, находящейся на некотором стандартном
расстоянии). Эту закономерность незадолго до этого (в 1918 г.)
открыл Х.Шепли. Наблюдая цефеиду, можно определить ее период
и видимый блеск. Сравнивая же абсолютную и видимую звездные
величины, можно оценить расстояние до цефеиды. А стало быть, и
до галактики, в которой она находится. Посмотрите, например, как
выглядела построенная Хабблом кривая блеска первой открытой им
внегалактической цефеиды (рис. 1.1.1).
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Рис. 1.1.1. Кривая блеска первой открытой Хабблом цефеиды в туманности

Андромеды (с любезного разрешения авторов воспроизведено из [43])

Впервые в науке были найдены основанные на надежных инди-
каторах расстояния до туманности Андромеды и до туманности Тре-
угольника. Они оказались огромными — порядка миллиона световых
лет. Одновременно Хаббл фотографировал и другие туманности. Он
заметил, что в галактиках, расстояния до которых ему уже стали
известны, наиболее яркие звезды имели практически одинаковую аб-
солютную светимость. Поэтому по видимому блеску наиболее ярких
звезд можно было также судить о расстояниях до галактик. К сожа-
лению, менее точно, чем по цефеидам. Так или иначе, но к 1929 г.
(времени появления упомянутой статьи) Хаббл определил расстояния
уже до двух десятков галактик.
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Отметим, что в дальнейшем расстояние до туманности Андроме-
ды не раз уточнялось. Выяснилось, что светимости тех цефеид, кото-
рые были основой для упомянутой зависимости Шегага, были измере-
ны неправильно. Это привело к появлению систематических ошибок
во всех последующих оценках расстояний. Были обнаружены и дру-
гие неточности. Естественно, что исправление этих ошибок изменило
и оценку постоянной Хаббла. Впрочем, на линейном характере за-
висимости «расстояние—скорость удаления» эти ошибки и поправки
не отражаются. Мы приводим здесь данные, которыми оперировал
Хаббл. Они взяты из [109]. Нумерация туманностей соответствует
NGC (New General Catalog).

Таблица 1.1.1

Туманность

SMC

LMC

NGC 6822

598

221

224

5457

4736

5194

4449

4214

3031

3627

4826

5236

1068

5055

7331

4258

4151

4382

4472

4486

4649

Расстояние (Мпс)

0.032

0.034

0.214

0.263

0.275

0.275

0.450

0.500

0.500

0.630

0.800

0.900

0.900

0.900

0.900

1.000

1.100

1.100

1.400

1.700

2.000

2.000

2.000

2.000

Скорость (км/с)

170

290

-130

-70

-185

-220

200

290

270

200

300

-30

650

150

500

920

450

500

500

960

500

850

800

1090

При измерении расстояний до туманностей на результат оказыва-
ют влияние многие ошибки — как общие для всех измерений (система-
тические), так и относящиеся к отдельным галактикам или их груп-
пам. Последние ошибки мы расцениваем как случайные и независи-
мые.

Теперь пора напомнить, что лучевые скорости небесных объе-
ктов определяют по смещению в их спектрах. В основе этого метода
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лежит эффект Доплера. Из-за эффекта Доплера для движущегося те-
ла частота спектральной линии уменьшается, если тело удаляется
от наблюдателя, и увеличивается в случае приближения. Поэтому
спектральные линии сдвигаются в длинноволновую или коротковол-
новую части спектра, для оптической области — в красную или го-
лубую. Изучая спектры светил, можно весьма точно определить их
лучевые скорости. Первое измерение лучевой скорости туманности
было сделано В.Слайфером в 1912 г. Это была туманность Андроме-
ды. Оказалось, что она приближается к Земле со скоростью 300 км/с.
К 1917 г. Слайфер довел число туманностей с измеренными лучевы-
ми скоростями до 25; к 1925 г. таких измерений было проделано уже
45. Дело шло медленно, так как для каждого измерения требовались
многочасовые и даже многосуточные экспозиции.

К 1929 г., к моменту написания статьи, Э.Хаббл располагал ско-
ростями для 46 туманностей. Лишь немногие из этих скоростей были
отрицательными, т.е. соответствующие туманности приближались к
Земле. Они, к слову, были из числа ближайших. У остальных ско-
рости были положительными, достигая 1000 км/с. Простое сопоста-
вление скоростей и расстояний, как это сделано на рис. 1.1.2, убеждает
нас, как убедило и Хаббла, что зависимость между ними существует.

342.0 •

56.0 -

-230.0

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 г 2.00

Рис. 1.1.2. Данные из статьи Э.Хаббла (1929 г.). По горизонтальной оси отложе-

ны расстояния в Мпс, по вертикальной — скорости в км/с

Представление о расширении пространства (о разбегании галак-
тик) сейчас принято наукой и вошло в основы современных космоло-
гических теорий и в интерпретацию наблюдений. Однако о численном
значении постоянной Хаббла идут споры. Обсуждаются два возмож-
ных значения: (50±10) ™ и (80±10) * " . Оценки постоянной
v --. С'МПС ' С-МПС
Лаобла извлекаются из обширного наблюдательного материала. Сла-
бым местом остается оценка базовых расстояний, через которые затем
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определяют все остальные. Из-за этого и возникают разные оцен-
ки. Остроту проблеме придает то, что значение постоянной Хаббла
при обратной (во времени) экстраполяции наблюдаемого сейчас рас-
ширения пространства приводит к разным оценкам возраста Вселен-
ной. При большем из двух названных выше чисел возраст оказыва-
ется меньше, чем возраст самых старых звезд. Этот возраст, конеч-
но, тоже гипотетичен. Тем не менее современная теория развития
звезд устанавливает его именно таким, так что статистическая зада-
ча оценки коэффициента наклона линии регрессии оказалась связана
с острейшими проблемами космологии.

Нелишним будет заметить, что одна из целей, ради которых
был запущен в пространство оптический телескоп «Хаббл», состоит
в уточнении постоянной Хаббла, для чего необходимо обнаружить и
исследовать цефеиды в существенно более далеких галактиках, чем
туманность Андромеды.

В одном из последних (ко времени написания этой книги) сооб-
щений [66] говорилось о том, что с помощью этого телескопа такие
цефеиды были обнаружены. Это позволило заново оценить постоян-

ную Хаббла: (80 ± 17) . Полученное значение согласуется с так
/с-Мпс „ „

называемой короткой хронологией. Так что острота научной пробле-
мы еще увеличилась.

§ 1.2. Определение постоянной Хаббла знаковым методом

Обозначим через г удаление небесного объекта от Земли. Через v
обозначим его лучевую скорость, т.е. мгновенную скорость его движе-
ния вдоль направления «наблюдатель—объект». Предположим, что
для некоторого числа п небесных объектов мы располагаем измере-
ниями упомянутых величин. Пусть эти объекты каким-либо спосо-
бом занумерованы числами от 1 до п. Через г,-, vt мы обозначаем соот-
ветственно удаление и лучевую скорость для объекта *, * = 1,..,, п.
Ввиду отмеченной ранее статистической природы закона Хаббла и не-
избежных ошибок при измерениях г,- и V{ связь между ними не сводит-
ся к чистой пропорциональности. Соотношения между г>,- и г,- (закон
Хаббла) надо записать в виде

vt = rte + tu г = 1,...,п. (1.2.1)

Здесь в — коэффициент пропорциональности, а поправки £i , . . . , £п

выражают отклонения от линейной зависимости. В величину £,• вхо-
дят и возможные ошибки в измерениях г,-, и,-, и упомянутые ранее
отступления от пропорциональности из-за собственного движения ту-
манностей. Мы будем считать эти отклонения независимыми случай-
ными величинами. Это предположение составляет основу статисти-
ческой модели. Затем мы предположим, что в наших наблюдениях нет
систематических ошибок. Для знакового анализа это предположение
принимает форму основного условия

> 0} = Р{& < 0} = 1/2. (1.2.2)



26 ГЛ. 1. ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ РЕГРЕССИЯ [4.1

В статистической теории часто принимают предположение о том,
что случайные ошибки распределены одинаково. Если это предполо-
жение кажется неподходящим, то приходится принимать какую-либо
конкретную схему, по которой изменяются распределения случайных
ошибок. (Скажем, в (1.2.1) можно было бы предположить, что при
сохранении' формы распределения £,• его масштаб изменяется как не-
которая определенная функция от г,-.) К сожалению, выбор такой схе-
мы трудно сделать обоснованно. Между тем ясно, что всякая ошибка
при конструировании статистической модели явления неизбежно по-
рождает ошибки при ее применении. Для знакового анализа предпо-
ложение об одинаковой распределенности случайных ошибок £i ,•••>£«
не является обязательным.

Перечислим предположения, которые составляют статисти-
ческую модель, с помощью которой мы будем анализировать данные
табл. 1.1.1. Между величинами и,- и г,-, г — 1,..., п (п = 24), существу-
ет зависимость (1.2.1). Поправки £i , . . .,£„ мы считаем независимыми
случайными величинами, для которых верно (1.2.2). Коэффициент в
в (1.2.1) не известен и подлежит оценке по наблюдениям. Истинное
значение в — искомую постоянную Хаббла — мы обозначим как в0.
В качестве приближения для 6° мы далее возьмем такое значение в,
при котором наблюдения (г,-,«,-), г = 1,...,п, находятся в наилучшем
согласии с линейной зависимостью (1.2.1). Причем это согласие мы
станем проверять не по самим видимым остаткам Vi — 0г;, а по сово-
купности их знаков

Как предлагает описанная во введении «непараметрическая про-
грамма», статистический анализ (1.2.1) надо начать с гипотезы
Яо: 9 = 0. Для ее проверки против альтернативы Я: в ф 0 нам нужен
разумный статистический критерий.

Мы воспользуемся знаковым критерием (2.2.9) из гл. 2, точнее,
его двусторонним вариантом (2.2.11). В гл. 2, § 2.2 мы показываем,
что для одинаково распределенных ошибок и против односторонних
альтернатив критерий (2.2.9) со статистикой

п

г,-sign ^ (1.2.3)

является локально наиболее мощным знаковым критерием. Согласно
(2.2.9) гипотезу Я о : в = 0 надо отвергать в пользу Я+: в > 0, если

п

> z, (1.2.4)

где критическое значение z надо выбрать так, чтобы при гипотезе
вероятность

п

Л (1.2.5)
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была равна заданному значению (уровню значимости, малому поло-
жительному числу). Против двусторонних альтернатив мы предлага-
ем применять двустороннюю версию этого критерия, т.е. отвергать
гипотезу Но: в = 0 в пользу Н: в ф О, если

г,- sign V{ ^ const. (1.2.6)

Для неодинаково распределенных ошибок, что, по-видимому,
свойственно разбираемой задаче, критерий (1.2.4) не является опти-
мальным. Однако он сохраняет предписанный уровень значимости и в
этом случае, если выполнено (1.2.2). Поэтому им можно пользоваться
и в данном случае.

Для выбора критических значений в (1.2.4) или (1.2.6) надо знать
распределение при гипотезе Но тестовой статистики (1.2.3). Введем
случайную величину

Т „ = (1.2.7)

где случайные величины &,..., £„ принимают значения +1 и —1 с ве-
роятностями 1/2 и независимы в совокупности. Случайная величина
(1.2.7) распределена так же, как (1.2.3), когда выполнена гипотеза HQ.
Рассмотрим распределение Тп. Для п = 24 распределение Тп для г<,
взятых из табл. 1.1.1, мы вычислили методом Монте-Карло при числе
статистических испытаний N = 50000. (Все вычисления в книге сде-
ланы с помощью пакета программ Sign, разработанного авторами).
График полученной таким образом функции распределения F(x) слу-
чайной величины Т„ изображен на рис. 1.2.1.

-21.073 -13.123 -4.374 4.374 13.123 21.073 х

Рис. 1.2.1. График функции распределения случайной величины Т„ (1.2.7), п = 24

Видно, что распределение случайной величины Тп (1.2.7) близко
к нормальному. Это становится особенно ясным, если изобразить его
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функцию распределения на нормальной вероятностной бумаге, как на
рис. 1.2.2.

Рис. 1.2.2. Функция распределения статистики Т„ в нормальном масштабе. По
оси ординат отложены квантили функции распределения стандартного нормаль-

ного закона, соответствующие указанным на оси вероятностям

Случайная величина Тп (1.2.7) при п —• оо распределена асим-

0,2_] 1"1 I) если последовательность г\,...,гп удо-

»—1 '

влетворяет условию ~

max г ? / V г ? — . 0 . (1.2.8)

В нашем примере (для данных из табл. 1.1.1) значение (1.2.8) при-
близительно равно 0.14. Так что в данном случае п = 24 оказа-
лось «достаточно большим», а 0.14 в качестве (1.2.8) «достаточно
малым», чтобы нормальная аппроксимация точного распределения Тп

была удовлетворительной в центральной части распределения.
Для проверки гипотезы Но- 0 = 0 и для получения доверитель-

ных интервалов согласно (В.4) для неизвестного истинного значения в
(если Но будет отвергнута) нам необходимы квантили распределения
Т„. Так как Т„ имеет дискретное распределение, то уравнение для
квантилей

Р{Т„ < х) = е

либо

а) не имеет решения,

либо

б) его решения составляют полуинтервал на числовой оси.
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В случае а) е-квантилъю Тп<£ назовем

ТП;£ = sup {я: Р{Т„ < * ; К е}.

В случае б) в качестве ТП(е возьмем центр упомянутого полуин-
тервала. Так как распределение Т„ центрально симметричное, то
Tn,i-e = —Т„^. В нашем случае функция распределения Т„ близка к
непрерывной с достаточной для нас точностью (см. рис. 1.2.1 и 1.2.2).
Поэтому мы без особых оговорок в качестве ГП)£ будем использовать
ее приближенное значение (как его дает, например, рис. 1.2.1). Для
некоторых значений е-квантили случайной переменной Тп, вычислен-
ные методом Монте-Карло, приведены в табл. 1.2.1.

Т а б л и ц а 1.2.1

е

0.075

0.05

0.025

0.0125

тп,с
-7.9

-9.0

-10.6

-12.0

7.9

9.0

10.6

12.0

Значение критериальной статистики (1.2.6) оказалось равным
18.02, что превосходит 2.5-процентный двусторонний критический
уровень. Поэтому гипотеза Щ: в — 0 уверенно отвергается. Это озна-
чает, что между лучевыми скоростями туманностей и их удалениями
действительно существует линейная зависимость.

Для интервального оценивания неизвестного истинного значения
в0 согласно (В.4) надо рассмотреть функцию

(1.2.9)

Доверительным множеством, содержащим в0 с вероятностью, не
меньшей 1 — 2а, служит

;Т„,1_«}. (1.2.10)

Функцию (1.2.9) можно также записать как

(1.2.11)

Из последней формулы видно, что Тп(в) — кусочно-постоянная и не-
п п

возрастающая функция. Она изменяется от ^ |г,-| до — ^ \п\ и име-

ет скачки, равные 2|г,-|, в точках «,-/г,-,г = 1,...,п. Из этих свойств
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следует, что (1.2.10) — интервал, концами которого служат какие-
то, значения Vi/rt. На рис. 1.2.3 приведен график функции Тп(в) для
значений п из табл. 1.1.1 и 90-процентный доверительный интервал
для в0.

Т„
21.9 ir
18.0
16.2

12.2

Рис. 1.2.3. График функции Х„(0) и 90-процентный доверительный интервал
(357, 540) для постоянной Хаббла

Доверительные интервалы, отвечающие иным доверительным ве-
роятностям, точнее, их левые в\ и правые ви концы, приведены в
табл. 1.2.2.

Т а б л и ц а 1.2.2

Доверительная

вероятность
1-2а
0.85
0.90
0.95

0.975

Левый конец
доверительного

интервала в\
375.00
357.14
357.14
314.46

Правый конец
доверительного

интервала #„
540.00
540.00
545.00
555.60

Остается сказать о точечной оценке. Согласно (В.5) ею является
решение задачи

П sign(fl,- - п mm. (1.2.12)

В силу отмеченных выше свойств функции Т„(0) минималь-
ное значение в (1.2.12) достигается на интервале. Это минималь-
ное значение равно 0.359, и оно достигается на интервале (fa, fa) =
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= (409.1, 425.0). Любое число из этого интервала можно считать оцен-
кой истинного значения в°.

Обратим внимание, насколько неопределенность при выборе
численного значения оценки в„ в (1.2.12) меньше статистической не-
определенности, сопутствующей оцениванию в0. Представление о по-
рядке последней дают длины доверительных интервалов для 0° в при-
веденной выше табл. 1.2.2. Именно это качественное различие позво-
ляет употреблять выражение «точечная» оценка даже в том случае,
когда решением экстремальной задачи (1.2.12) является множество.
На рис. 1.2.4 представлен результат оценивания направления, вдоль
которого располагаются 24 пары измерений расстояния и скорости.

342.0

56.0

-230.0

0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 г 2.00

Рис. 1.2.4. Оценивание постоянной Хлббла. Графики функций v = 409.1r и

V — 425г. По горизонтальной оси отложены расстояния в Мпс, но вертикальной

оси — скорости в км/с

Графики прямых v = в\г и v = O^r, коэффициентами наклона
которых являются границы интервала, на котором функция |Т„(#)|
принимает минимальное значение, различаются мало. К знаковым
оценкам близки оценки наименьших модулей. Оценка наименьших
модулей в модели (1.2.1) определяется как решение экстремальной за-
дачи

п

Е |к,' — Or Л =$>• m i n .
в

Целевая функция в последней экстремальной задаче как функция в
является выпуклой, и решение всегда существует. Легко видеть, что
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его можно определить как решение уравнения

4-Лч)4-0. (1.2.13)

Символ •-- означает переход через нуль; решением этого уравнения
называют такое значение, скажем, дю, при котором происходит из-
менение знака монотонной функции Тп(в). В нашем примере измене-
ние знака Тп(в) происходит при значении аргумента, равном 425.0.

Поэтому OLD = 425.0.
Оценку наименьших модулей здесь можно указать не- только

численно, но и в общем виде, если вспомнить свойства функции Тп{0)
(1.2.9), отмеченные ранее. Из них следует, что вю есть медиана
дискретного распределения вероятностей, когда вероятности

сосредоточены в точках Vi/u, г = 1,..., п:

} (1.2.14)

Мы уже упоминали выше, что данные, на которые опирался
Хаббл (табл. 1.1.1), впоследствии были пересмотрены и уточнены.

В табл. 1.2.3 мы приводим их современные значения, как они
даны в [109]. Расстояния получены с использование LEDA (Lyon-
Mendon Extragalactic Database, 1995). Ниже мы повторяем прежние
вычисления, но с современными данными (табл..-1.2.3). Обратите
внимание, насколько близкой к современным значениям постоянной
Хаббла окажется знаковая оценка, которую мы сейчас получим, осно-
вываясь на столь малой выборке (всего 24 наблюдения).

Расположение 24 точек на плоскости и графики функции распре-
деления статистики Тп из (1.2.7) изображены на рис. 1.2.5-1.2.7.

В табл. 1.2.4 приведены некоторые е-квантили распределения ста-
тистики Тп> вычисленные методом Монте-Карло при числе испыта-
ний N - 50000. Ступенчатая функция Тп(в) из (1.2.11) изменяется от
150.92 до -150.92.

На рис. 1.2.8 приведен ее график и 90-процентный доверительный
интервал для постоянной Хаббла. Этот интервал есть (53.02,85.73).
Левые и правые границы доверительных интервалов, отвечающих
другим доверительным вероятностям, указаны в табл. 1.2.5.
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Таблица 1.2.3

Туманность

SMC

LMC

NGC 6822

598

221

224

5457

4736

5194

4449

4214

3031

3627

4826

5236

1068

5055

7331

4258

4151

4382

4472

4486

4649

Расстояние (Мпс)

0.083

0.047

1.60

1.44

1.57

0.98

15.30

8.05

4.30

3.68

2.75

5.10

9.70

7.10

7.28

12.75

9.55

15.75

7.60

6.28

6.34

6.30

8.12

9.25

Скорость (км/с)

190

277

-26

-204

-205

-295

221

297

463

211

298

-49

703

474

503

1093

516

835

480

956

722

983

1282

1114

340.0 -

20.0 .

-300.0
12.60 15.750.00 3.15 6.30 8.45 -

Рис. 1.2.5. Современные данные. По горизонтальной оси отложены расстояния

в Мпс, по вертикальной оси — скорости в км/с

2 М. В. Болдин и др.
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1.00.

0.75-

0.50.

'0.25-.

0.00

150.920 -90.552 -30.184 30.184 90.552 150.920 х

Рис. 1.2.6. График функции распределения случайной величины Т„ (1.2.7), п=24

1.00-

0.98.

. 0.50
-150.920 -90.552 -зола 30.184 90.552 150.920 х

0.02

0.00

Рис. 1.2.7. Функция распределения Т„ в нормальном масштабе. По оси ординат
отложены квантили функции распределения стандартного нормальвого закона,

соответствующие указанным вероятностям

Т а б л и ц а 1.2.4

в
0.075

0.05

0.025

0.0125

-54

-62

-73

-82

54

62

73

82
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Т а б л и ц а 1.2.5

Доверительная

вероятность
1-2а
0.85
0.90
0.95

0.975

Левый конец
доверительного

интервала в\

53.02
53.02
53.02
53.02

Правый конец
доверительного
интервала 6>„

85.73
85.73
108.36
113.88

150.9 _
139.7

98.9

82.8

51.3
32.2

9.7
0.0 -

-19.1
-38.5

-64.0

-90.8

-109.3

-134.4
-150.7

-301.0 -130.6 -9.6

-141.7

66.8

-16.2 64.0 U 107.7

Рис. 1.2.8. График функции Т„(й) и 90-процентный доверительный интервал
(53.02, 85.73) для постоянной Хаббла

1300.0
v

980.0

660.0

340.0

20.0

-300.0
0.00 3.15 6.30 9.45 12.60 г 16.75

Рис. 1.2.9. Оценивание постоянной Хаббла. График функции v = 66.76г

2'
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Решением экстремальной задачи (1.2.12) является единственное
значение 66.76. Соответствующее минимальное значение функции
равно 2.58. На рис. 1.2.9 изображена прямая, наклоном которой явля-
ется знаковая оценка постоянной Хаббла 66.76.

§ 1.3. Асимптотические результаты

В этом параграфе мы исследуем свойства знаковых правил при
большом числе наблюдений. В этом случае распределение статистик,
их критических значений, доверительных границ и т.п. становятся
более простыми, чем при малых п. В типичных условиях это свя-
зано с действием центральной предельной теоремы и основанной на
ней нормальной аппроксимации. По отношению к статистике (1.2.3)
или случайной величине (1.2.7) теорема о нормальной аппроксимации
(достаточные условия) уже была высказана, из этой теоремы следу-
ет нормальная аппроксимация и для квантилей Тп<е. Впрочем, вопрос
о том, какое число наблюдений можно считать достаточно большим,
чтобы полагаться на выводы асимптотической теории, до сих пор не
имеет ясного теоретического ответа. Вопрос этот для разных ста-
тистических задач решается скорее практически, на основании со-
поставления теоретических результатов с вычислениями. Поэтому в
наших практических рекомендациях мы всюду, где возможно, отдаем
предпочтение точным методам либо методам с контролируемой точ-
ностью (методу Монте-Карло, например). Тем не менее асимптоти-
ческие методы составляют важную и полезную часть статистической
теории. По отношению к знаковой оценке вп (1.2.12) или (1.2.13) глав-
ные асимптотические результаты — это утверждения о ее распреде-
лении при п —»• со: состоятельность и асимптотическая нормальность.

1.3.1. Состоятельность. Напомним общее определение: оцен-
ка 9п параметра 9 называется состоятельной, если вп —*• в (по вероят-
ности) во всей области возможных значений в, когда п —• оо. На прак-
тике состоятельность истолковывается как приближенное равенство
вп и 0° при больших п, где 0° — это значение, принятое параметром
в в данном опыте (так называемое истинное значение в).

Знаковая оценка вп в модели (1.2.1) определена нами как реше-
ние экстремальной задачи (1.2.12). Покажем, что при некоторых
естественных условиях знаковая оценка состоятельна. Положим

и рассмотрим эквивалентную задачу

1
rri

mm.
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Как мы уже отмечали, функция Т„(0) (1.2.9) монотонно невозрас-
тающая. Поэтому для доказательства состоятельности 0„ достаточно
показать, что при фиксированном 0 и п —>• со:

а) р{~Тп(6) < о} - 1, если в > 0°;

б) р|А-Г„(0) < О} - 0, если 0 < 0°;

в) -^Тп(9°) —* 0 по вероятности.

Нетрудно показать, что при условии (1.2.8) случайная величина
Тп(9) (1.2.9) при любом фиксированном 0 и п —* оо асимптотически
нормальна: JV(ETn(0),Drn(0)). Здесь

ifc=i

где

Поэтому

Остается убедиться, что

Достаточно рассмотреть какой-либо один случай, например, 0 > в0.
Для этого придется принять некоторые дополнительные пред-

положения о плане эксперимента и о свойствах случайных ошибок.
Что касается плана эксперимента, т.е. регрессионных постоянных
ri> Р2>. • •) тп, то применительно к обсуждаемому примеру уместно от-
метить, что существует постоянная го > 0 такая, что при всех
* = 1 Д . . .

г* > го (1.3.2)

для некоторого г о > 0.
В асимптотическом анализе обычно рассматривают одинаково

распределенные ошибки. Это предположение уместно, если усло-
вия измерений в каком-то смысле однородны. В регрессионной мо-
дели (1.2.1) естественна и другая возможность: величина случайной
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ошибки £k возрастает вместе с ростом расстояния г*. Все же уве-
личение ошибок не должно происходить слишком быстро; иначе из-
мерения на больших дальностях могут оказаться неинформативны-
ми. Естественно предположить, что на больших дальностях масштаб
ошибки растет не быстрее, чем сама дальность. При условии (1.3.2)
это предположение можно выразить в виде неравенств

^- < х\ ^ G(x) для х>0,
гк J

^ - < a : ) ^ G ( z ) для х < О,

(1.3.3)

где G(x) — некоторая монотонно возрастающая непрерывная функ-
ция, причем С?(0) = 1/2. Для одинаково распределенных ошибок усло-
вие (1.3.3) с учетом (1.3.2) означает, что их функция распределения
монотонно возрастает в окрестности нуля.

Приняв (1.3.3), получаем, что для в > 0°

а потому

J b = l

-0°)-1) 2 п

Теперь для доказательства (1.3.1) достаточно, чтобы

Е- оо при п —¥ оо. (1.3.4)

В разбираемом примере естественно предполагать, что число галак-
тик в шаре радиуса R примерно пропорционально его объему, т.е.
пропорционально R3. Если нумеровать наблюдения в порядке воз-
растания расстояния, для гп получим зависимость г„ = 0{п1!3).
При таком росте гп (1.3.4) выполняется (как и при любой другой
степенной зависимости г„ = О(па), а > 0), что легко проверить.
Если же расстояния возрастают с большей скоростью, то для доказа-
тельства (1.3.1) свойства обеих последовательностей {г„} и {р„} на-
до рассматривать одновременно. Из (1.3.4) следует (1.3.1), откуда,
в свою очередь, следуют утверждения а) и б). Наконец, утвержде-
ние в) следует из неравенства Чебышева, если учесть, что В% —»• оо
при п —>• оо в силу (1.2.8).

Полученные результаты сформулируем в виде теоремы.
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Т е о р е м а 1.3.1 (состоятельность знаковой оценки (1.2.13)).
Предположим, что в задаче (1.2.1) план эксперимента (ri, гг,..., гп)
таков, что при п —• оо

п

max r\ Y^ r*
0, - ^ • 0.

Относительно распределения независимых случайных ошибок £&, к =
= 1,2,..., и предположим, что существует непрерывная монотон-
ная функция G(x) такая, что для г& ^ го > О

при х < О

и что G(O) = 0.5.
Лр« этих условиях знаковая оценка (1.2.12) состоятельна.

1.3.2. Асимптотическая нормальность. Установив, что при
некоторых естественных свойствах плана эксперимента и распределе-
ний случайных ошибок знаковая оценка состоятельна, т.е. сходится
к истинному значению параметра, естественно выяснить, какова ско-
рость этой сходимости. Хорошо известно, что в случае выборок из
регулярных относительно параметра распределений оценки сходятся
со скоростью п~х12. Для задач регрессии число наблюдений п уже не
отражает количества накопленной информации о неизвестных пара-
метрах. В задаче (1.2.1) вместо п надо рассматривать переменную

I (1.3.5)

При этом скорость сходимости равна В " 1 при некоторых естествен-
ных условиях, как будет показано ниже. Говоря, что оценка 9п схо-
дится к истинному значению параметра в0 со скоростью В~г, мы
подразумеваем, что случайная величина

Вп(вп-в°) (1.3.6)

имеет невырожденное предельное распределение при п —• оо. Обычно
в качестве предельного выступает нормальное распределение. Ниже
мы укажем достаточные для этого условия. Ради простоты мы огра-
ничимся одинаково распределенными ошибками.

Чтобы доказать, что (1.3.6) распределено асимптотически нор-
мально, изучим более подробно функцию Тп (1.2.9) в окрестности точ-
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ки в = 9°. Введем переменную t, положив в - в° + t/Bn. Теперь

Тп(в) = f; r, sign ( -* |£- + б ) . (1-3.7)

Введем также переменную Nn, положив

При условии (1.2.8) Nn —>• оо при тг —>• оо.

Рассмотрим задачу

|2

( Ш )

которая эквивалентна (1.2.12). В дальнейшем нам понадобится тео-
рема 1.3.2, которая дает версию стохастического дифференвдфования
функции Тп(9) — функции, напомним, не только не дифференцируе-
мой, но и не непрерывной.

Т е о р е м а 1.3.2. Предположим, что в задаче (1.2.1) план
эксперимента (ri,r^,...,гп) удовлетворяет условию (1.2.8), а слу-
чайные ошибки £ь£2»•••>&» независимы, одинаково распределены
и для их общей функции распределения F{x) выполнены условия:
F(0) = 1/2; F'(x) существует и непрерывна в некоторой окрест-
ности нуля.

Тогда

п . . . . 1 п

n ib-l fci
(1.3.10)

при п -* оо, г^е ^ n ( 0 —»• 0 (no вероятности) равномерно относи-
тельно i, если \t\ < JV«, 0 < a < 1/4, т.е. Лиг любого е > 0

P{ sup |Xn(*)| > s\ -* 0. (1.3.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно (1.3.10)
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Положим

п
у»W = Е 7 Г ( s is i g n ( 6 " * 7г) -

Отрезок {2: \t\ ^ iV"} разобьем на отрезки одинаковой длины h(n) =
= N^P, 0 < /9 < 1/4. Множество этих отрезков обозначим £2; w будет
далее обозначать произвольный элемент из ft, a r — точку центра
отрезка и>. Для доказательства (1.3.11) достаточно показать, что

{ (1.3.14)
Jin l t e w J

Число слагаемых в (1.3.14) равно 2.ЛГ£+'3. Мы докажем (1.3.11), если
для вероятностей

р{вир|ДГ„(«)|>Л

сумеем получить равномерную оценку сверху вида o(N"+l3).
Напомним, что колебанием функции f(x) на множестве М назы-

вают
Щ/,М):= sup/(z)-inf /(*)

И ЧТО

W{f + д, М) < W(f, М) + W(g,

Теперь

PJsup |Х„(<)| > е\ < P{PF(Xn,w) + \Хп(т)\ > е)

2F'(0)A(n) > e/2} + Р{|Х„(г)| > e/2} ^

У) > £/3} + P{|Xn(r)| > e/2}, (1.3.15)

так как h(n) —у 0.
Каждую из двух последних вероятностей мы оценим сверху с по-

мощью неравенства Чебыщева, для чего нам понадобятся первые два
момента.Yn(t) и Xn(t) и их оценки. Начнем со второй вероятности.

Пусть Д, Д € М1, принадлежит той упомянутой в условиях тео-
ремы окрестности нуля, в которой ^'(а;) существует и непрерывна.
Заметим, что

{ 0, если & > 0, 6 > Д,

2, если & < 0, & > Д,

. 0, если & < 0, 6 < Д.
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а прочие возможности имеют вероятность, равную нулю. Поэтому

E{sign(& - А) - si
= 2Р{0 < 6 < А} - 2Р{Д < 6 < 0} = -2*"(«)|Д|.

где к — некоторая точка между 0 и А. Заметим также, что если
N < NZ, то

max t- ' я-
( 1 - в ) - + о .

Поэтому при \t\ < Nfi

2JV« £ Il|F'(0) -
fc=i n

где Kjt — некоторая точка между 0 и trk/Bn, k = 1,..., п. При этом

max М < Л Г „ - ( 1 - в ) - > 0 ,

так что |F'(0) - jF"(«fc)| < const |K f c | для всех jb = 1,..., п. Поэтому

sup |EZ n (<) |< const -N-^~2a\ (1.3.16)

Аналогично получаем, что

sup BXn(t) ^ const • N-V-a\
\t\<trg

Теперь в силу (1.3.16) для достаточно больших п получаем

Р{1*»(г)| > е/2} < Р{\Хп(т) - ЕХп(т)\ + \ЕХп(т)\ > е/2} <

< Р{1^п(г) - ЕХп(т)\ > е/3} ^ (£/3)~2DXn(r) <

< const -N-l1-"). (1.3.17)

rk
 О б Р а т и м с я

г

т е п е Р ь к EW{Yn,u) и DW(Yn,u>). Так как функции
— sign \£k - t — j монотонно невозрастают по t, то

если ы = [А, /л]. Рассуждая, как выше, находим, что

Е(У„,и>)< const .ft(n),
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D(Yn,u/K const -N^hin)

для любого отрезка длины Л, принадлежащего множеству {t: \t\ < N"}.
Поэтому

p{\V(Yn!uj) > | } ^ p{\W(Yn,w) - EW(Yn,u)\ + EW(Yn,u;) > |

< p{\W(Yn>w) -EW(Yn,U)\ > | } ^

| ) ~ DW(Yn,w) < const -JV-^n). (1.3.18)

Обратившись к (1.3.14) и учтя, что число слагаемых там равно
2ЛГДО-/3 = 2ЛГ„а+ ,̂ находим, используя (1.3.15), (1.3.17) и (1.3.18),
что

Р{ sup | Х „ ( * ) | > е } <

^ const -NZ+PiN^N-P + N-1+a) < const •iVn-
1+2o(+'3 -* 0,

если 0 < a < 1/4, 0 < /3 < 1/4. Теорема 1.3.2 доказана. •

Теперь мы можем изучить асимптотическое распределение зна-
ковой оценки в„ (1.3.9) в модели (1.2.1).

Т е о р е м а 1.3.3. Предположим, что выполнены условия те-
оремы 1.3.2 и что F'(0) > 0.

Тогда

а потому асимптотически

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем а, 0 < а < 1/4, как в
теореме 1.3.2. Область изменения t в (1.3.9) разделим на три части

Мы покажем, что в областях А и 1В целевая функция в (1.3.9) неогра-
ниченно возрастает (по вероятности) при п - ю о . В то же время в
области С при t = 0 целевая функция по вероятности ограничена.
Следовательно, при достаточно больших п точка глобального мини-
мума в (1.3.9) находится в области С со сколь угодно близкой к 1
вероятностью. Поэтому при решении (1.3.9) на t можно наложить
ограничение \t\ < N£.
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Исследуем область А. Напомним, что (1.3.10) монотонно убывает
по t. Поэтому при t ^ — N°

£ ( £ ) £
Обозначим правую часть через еп. Как легко видеть,

где Кк — некоторая точка из (-JV^rfc/Bn,0), причем max | к * | —• 0.

Поэтому jF'(rcfc) —> F'(0) равномерно по к, причем ^'(0) > 0 по усло-
вию. Следовательно, Ее„ —• —оо. Так как дисперсия е„, очевидно,

ограничена, то е„ —• —оо. Поэтому абсолютное значение (1.3.10), а
также левая часть (1.3.9) неограниченно возрастают в области А.

Для области 18 справедлив аналогичный результат. А именно:
минимальное значение левой части (1.3.9) стремится к +оо по веро-
ятности.

Обратимся к области С и рассмотрим (1.3.9) с ограничением
\t\ < N". По теореме 1.3.2 эту задачу можно представить в виде

(1.3.19)
к=х ' I : | l | ^ J V »

p

причем Xn(t) — у О равномерно по t на указанном множестве. Благо-
даря этому (1.3.19) эквивалентно

/ 1 п ч 2

- 5 - y > f c s i g n a - 2 F ' ( 0 ) t ) = * mm (1.3.20)

в том смысле, что разность между решениями (1.3.19) и (1.3.20) схо-
дится по вероятности к нулю. Если же не учитывать ограничения, то
минимальное значение в (1.3.20) равно нулю и достигается при

Заметим, что tfn асимптотически распределено по закону

^ ( ° ' 7 ^ 7 ^ ) - П О Э Т О М У
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Следовательно, tn при достаточно больших п и с вероятностью, сколь
угодно близкой к 1, служит также и решением (1.3.20). Таким обра-
зом, tn эквивалентно решению (1.3.19). Теорема доказана. •

§ 1.4. Функция влияния

Функция влияния описывает количественный эффект, который
производит отдельное наблюдение на статистическую оценку. Функ-
ция влияния как характеристика статистического правила входит в
его описании наряду с такими понятиями как смещение или диспер-
сия. Подобно им функция влияния существует как в конечной, так и в
асимптотической форме. Функциям влияния и их роли в асимптоти-
ческой теории статистики посвящена превосходная книга Ф.Хампеля
и соавторов [36, 73], где эти вопросы изучены для повторных выбо-
рок. В эту схему укладываются и линейные модели со случайными
факторами. Для линейных моделей с неслучайными факторами, ко-
торые мы обсуждаем в этой книге, такие работы нам не известны,
хотя авторы и говорят ([73, § 1.3, е, с. 47]), что для построения анало-
гичной теории для общих линейных моделей нужны лишь небольшие
изменения.

Вместо функции влияния мы рассмотрим близкое к ней понятие
функции (кривой) чувствительности (sensitivity curve), предложенное
Дж.Тыоки [27, 108] (см. также [73, § 2.1, е]).

Предположим,.что к наблюдениям (^,г;,), г = 1,. ..,п, в модели
Vi = пв° + £,-, г = 1,...,п, мы присоединили наблюдение (г,v), где
v = гв° + е. Пусть оценка вп получена по наблюдениям (г,-,и,-), г =
= 1,..., п, а оценка 6*+i — по тем же наблюдениям с присоединением
искусственного, неслучайного наблюдения (г, v). Несколько изменяя
определение Тьюкн (с учетом того, что в нашей схеме В% замещает
п), определим функцию чувствительности для точки (г, v) как

Мы покажем ниже (см. теорему 1.4.1), что при п —*• со

^j^ op(l). (1.4.1)

Ясно, что предел по вероятности этой функции ограничен по пере-
менной е. Тем самым влияние отдельной, даже сколь угодно большой
ошибки измерения отклика остается ограниченным. Впрочем, влия-
ние ошибки в измерении абсциссы наблюдения может быть большим,
если велика сама эта ошибка. Последнее обстоятельство хоть и не-
приятно, но не удивительно: мы изучаем задачу в классическом пред-
положении линейного анализа, что абсциссы наблюдений измеряются
вообще без ошибок.

Для сравнения приведем функцию чувствительности в той же за-
даче для оценки наименьших квадратов. Она равна rs + op(l) при
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п —»• оо, если предполагать ошибки & независимыми, одинаково рас-
пределенными, причем Е& = О, D& < оо. Этот вывод получается
прямым вычислением. Видно, что здесь функция чувствительности
неограниченно растет вместе с ошибкой е. Это отражает хорошо из-
вестный факт, что даже одна грубая ошибка в отклике способна ис-
казить результат оценивания, если применяется метод наименьших
квадратов.

Т е о р е м а 1.4.1. Предположим, что план эксперимента
(п., Г2,...,г„) в задаче (1.2.1) удовлетворяет условию (1.2.6). Пред-
положим, что случайные ошибки £i,£2i •••)£»» независимы, одина-
ково распределены и их общая функция распределения F(x) име-
ет непрерывную производную F'(x) > 0 в окрестности нуля и
F(0) = 1/2.

Тогда для е ф О

при п —• оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Знаковые оценки Оп и 0*+i определяются
как решения экстремальных задач

г,- sign (vi — пв) =$- min, (1-4-2)

n

\У2ъsign (vi-пв) + гsign(v-r9) =>min. (1.4.3)

Исследование (1.4.3) при n - м » проводится так же, как ранее было
проведено исследование оценки вп (1.2.12). При этом мы сохраняем
прежние обозначения. Вводим переменную t — Bn{Q - В0). Решение
(1.4.3) обозначим через ?n +i, fn +i = Вп(в*+1 - 6°). Переписываем
(1.4.3) в виде

Так же, как в теореме 1.3.3, показываем, что со сколь угодно близкой
к 1 вероятностью решение (1.4.4) в условиях этой теоремы принадле-
жит области С = {t: \t\ < const • Ng} при достаточно больших п. В
этой области действует разложение (1.3.10). Кроме того, в области С
при достаточно больших п

sign [s-t~j =signe
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Поэтому в области С задача (1.4.4) эквивалентна задаче

1 п

— yVa-sign& + -£- signs -2F'(Q)t + Xn(t) => min
t>n т~ tin t: |l|^const -N^1

(1.4.5)
Те же рассуждения, что в теореме 1.3.3, показывают, что разность
между решениями задач (1.4.4) и (1.4.5) по вероятности стремится к
нулю и что поэтому

= 27^oj(i:|Jr iS ign^+i: s ign£)
. s + ^ Отили Гп + 1 = ?„ + . rsigns + ^ Отсюда следует (1.4.1). D



Г л а в а 2

ЗНАКОВЫЕ КРИТЕРИИ

§ 2.1. Общая линейная модель

Линейные модели можно встретить в нескольких областях мате-
матической статистики. К такому названию прибегают, когда ма-
тематическая модель для наблюдений строится с помощью линейных
операций. Несомненно, наиболее известны линейные модели регресси-
онного и факторного анализа, и зачастую только их и имеют в виду,
когда употребляют этот термин. Однако не менее важную роль игра-
ют линейные модели и в анализе временных рядов. Это модели авто-
регрессии, скользящего среднего и их комбинации. Различаются эти
два вида линейных моделей, например, тем, что в упомянутых пер-
выми регрессионных и факторных моделях наблюдения независимы
как случайные величины, в то время как для временных рядов харак-
терна именно взаимная зависимость наблюдаемых элементов случай-
ных последовательностей. В первой части книги мы рассматриваем
применение непараметрических (в основном знаковых) методов имен-
но к линейным моделям независимых наблюдений. Во второй части
те же идеи и методы будут развиты для линейных моделей времен-
ных рядов (для моделей авторегрессии). Мы будем заниматься только
моделями со скалярным откликом. Это означает, что при каждой
фиксированной комбинации значений факторов мы регистрируем и
затем изучаем лишь одну зависящую от них переменную (отклик).
Без сомнений, это серьезно сужает область приложений, ибо во мно-
гих случаях надо следить сразу за несколькими характеристиками и
их взаимодействием. К сожалению, многооткликовый (многомерный)
линейный анализ достаточно разработан лишь в гауссовском случае.
Непараметрические методы для многомерного анализа пока мало из-
учены.

Дадим геометрическую формулировку линейной модели. Пусть
X — вектор, состоящий из конечного числа наблюдений. Мы ска-
жем, что эти наблюдения образуют линейную модель, если X можно
представить в виде

Х = 1 + Ц, (2.1.1)

где £ — случайный вектор с независимыми случайными координата-
ми, I — неслучайный вектор. Векторы I и £ недоступны наблюдению
и неизвестны наблюдателю, однако относительно вектора I мы будем
предполагать, что он заведомо принадлежит заданному линейному
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подпространству L, т.е. I 6 L. Разнообразие линейных моделей связа-
но с различными формами представления X, различными способами
задания L и различными предположениями о свойствах случайных
ошибок. В теоретических исследованиях удобно считать X п-мерным
(по числу наблюдений) вектором-столбцом X — (х\,. ..,хп)

т, а под-
пространство L задавать с помощью базиса. Пусть г = dimL, причем
г < п, и векторы (столбцы) Ci,...,Cr образуют базис в I. Пусть

Са — (Cia, C2a, • • -, Спа)
Т, а = 1, . . ., Г,

и С есть матрица со столбцами Са, т.е.

с = Ikiall, i=l,...,n; a=l,...,r.

Пусть

в = {9и...,вг)
Т (2.1.2)

— вектор неизвестных параметров, а

* = (&,..-,&)Т (2-1.3)

— вектор случайных ошибок. Эти случайные ошибки мы будем счи-
тать независимыми.

Для знакового метода основное предположение об ошибках, поми-
мо независимости, касается их медиан. Мы будем предполагать, что
все случайные ошибки имеют медианы, равные нулю. Например, в
модели (2.1.1) это означает, что

< 0} = Р{& > 0} = 1/2 (2.1.4)

для всех t = 1,.,., п. Именно при этом предположении возможен зна-
ковый анализ. Мы не требуем от ошибок одинаковой распределен-
ности, хотя в ряде случаев вводим это свойство — для построения
оптимальных правил и для их асимптотического анализа. О других,
более традиционных предположениях о (2.1.3) мы скажем несколько
слов ниже.

После введения таких обозначений (2.1.1) предстает в стандарт-
ной для задач регрессии форме:

Х = Св + £. (2.1.5)

В задачах одно- и двухфакторного анализа естественно располо-
жить массив наблюдений в виде таблицы с одним либо двумя входами.
В однофакторной задаче (задаче о нескольких выборках) единствен-
ный фактор принимает к различных значений (уровней). Эти уровни
нумеруют целыми числами от 1 до к. Для каждого уровня j = 1, •.., к
мы имеем rij независимых и одинаково распределенных наблюдений
xij, г ~ 1,..., nj. В этой задаче всю совокупность наблюдений X мож-
но представлять себе как таблицу, состоящую из к столбцов длины
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щ,П2,...,щ- Линейную модель здесь проще задать в координатной
форме, предположив, что

хц=ц + ч + £ц (2.1.6)

для г = l,...,nj и j = 1 ,...,&, где &j — независимые случайные
величины, отражающие ту часть изменчивости отклика, которая не
обусловлена действием выделенного фактора. Величина ц выражает
некий средний уровень, от которого отклоняются наблюдаемые значе-
ния Xij (на величину ц под действием j-ro уровня фактора, на вели-
чину &J по случайным причинам). Чтобы модель (2.1.6) была иден-
тифицируема, и по самому смыслу переменных Tj на них следует на-
ложить какую-либо линейную связь. Например, потребовать, чтобы
выполнялось

> = 0. (2.1.7)

С геометрической точки зрения подпространство L, размерность
которого равна к, задано в этой задаче к+1 векторами — по числу па-
раметров //,, Ti,..., rj;. Эти к+1 векторов в fc-мерном подпространстве
уже не являются базисом. Каждому параметру соответствует вектор
из этого набора. Так, параметру ту соответствует таблица упомяну-
той ранее формы, где столбец j состоит из единиц, а прочие элементы
равны-яулю. Параметру ц соответствует таблица из сплошных еди-
ниц — это сумма векторов (таблиц), отвечающих т\,..., г*.. Условие
(2.1.7) позволяет для каждого вектора I 6 L дать однозначное выраже-
ние в виде линейной комбинации упомянутых порождающих векторов.
В дальнейшем мы встретим и другие примеры задания L.

Остается обсудить предположения, которые обычно принимают в
отношении случайных ошибок, представленных в нашей модели век-
тором £. Собственно, наиболее важное предположение уже было вы-
сказано: составляющие £ случайные величины считаются независи-
мыми. В классическом (гауссовском) анализе они считаются нормаль-
но распределенными с нулевым средним и дисперсией «г2 (или, крат-
ко, по закону N(Q,<r2)), В этих условиях действует хорошо извест-
ный метод наименьших квадратов. Рекомендации гауссовской тео-
рии ошибок мы будем считать известными. Они послужат нам хоро-
шим эталоном для сравнения. Менее ограничительна непараметри-
ческая постановка, согласно которой случайные ошибки распределены
одинаково, но этот общий закон распределения, предполагаемый не-
прерывным, неизвестен. При таких свойствах ошибок возможен ана-
лиз, использующий ранги наблюдений, и о нем ниже кое-что будет
сказано. Для знакового метода непрерывность распределения нужна
только в нуле, а одинаковая распределенность и вовсе не обязательна.

В заключение приведем сводку различных предположений отно-
сительно распределений случайных ошибок и планов эксперимента,
которые встретятся в дальнейшем тексте. Подчеркнем, что мы не
требуем их одновременного выполнения. Эти свойства мы будем при-
влекать по мере необходимости.
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У с л о в и е 2.1.1. F(0) = 0.5.

У с л о в и е 2.1.2. F(x) имеет непрерывную плотность f(x)
в некоторой окрестности нуля и f(x) > 0.

У с л о в и е 2.1.3. f(x) абсолютно непрерывна в некоторой
окрестности нуля и /'(0) > 0.

У с л о в и е 2.1.4. F(x) удовлетворяет условию Липшица в
нуле, т.е. существует такая константа L > 0, что

\F(Ul)-F(u2)\<L\Ul-u2\.

У с л о в и е 2.1.5. Существуют константа М > 0 и некото-
рая окрестность нуля {и: \и\ < d} такие, что

\F(ui) - F(u2)\ > M\ui -U2I, если |ui | < d, \u2\ < d.

У с л о в и е 2.1.6. В некоторой окрестности нуля распреде-
ление F(.) имеет плотность /(.), удовлетворяющую условию Лип-
шица, т.е. для некоторых N > 0, d > 0

|/(ui) - f(u2)\ < N\m - u2\, если |ui | < d, \u2\ < d.

У с л о в и е 2.1.7. max max |с,-а| < К < oo.

У с л о в и е 2.1.8. -CTC -> S > 0.
n

§ 2.2. Локально оптимальные знаковые критерии
в задаче регрессии

В этом параграфе мы рассмотрим задачу проверки гипотезы

Я: 1 = 0 (2.2.1)

в линейных моделях (2.1.1). Мы уже отмечали во введении, что с
практической точки зрения такая гипотеза не часто бывает важной,
но критериальные статистики для ее проверки необходимы для все-
го последующего — для оценивания параметров и для проверки ли-
нейных гипотез. Чтобы вывести разумные (и даже в определенном
смысле наилучшие) критерии для проверки (2.2.1), примем некото-
рые предположения о распределении ошибок в модели (2.1.1), помимо
основного предположения (2.1.4). Мы подробно рассмотрим задачу
для моделей в регрессионной форме (2.1.5). Для факторных моделей
получим решения, сделав необходимые изменения в результатах, от-
носящихся к (2.1.5).

Итак, пусть наблюдения X = (a?i,..., хп)
Т удовлетворяют моде-

ли регрессии (2.1.5) с заданной матрицей С1, называемой матрицей
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плана эксперимента, вектором в неизвестных параметров (2.1.2) и
вектором £ взаимно независимых случайных ошибок (2.1.3). Будем
предполагать в дальнейшем, что столбцы матрицы С линейно не-
зависимы, т.е. что матрица С имеет полный ранг. Если через с,-
обозначить строку матрицы С: с8- = (с ( 1 , . . . , с,г), то для аг,- получим
выражение ж,- = с,0 + £,-, г = 1,..., п, где с,0 есть скалярное произве-

г

дение: е,0 = £ ] cia6a. Гипотеза (2.2.1) в этой модели превращается в
а=1

Но: 0 = 0. (2.2.2)

Альтернативы к #о имеют вид в ф О. Построим статистические
критерии для проверки Но, которые при выполнении (2.1.4) сохра-
няют заданный уровень значимости. Будем использовать знаковые
статистические правила, т.е. правила, основанные только на знаках
наблюдений xi,...,xn.

Мы построим знаковые критерии для проверки (2.2.1), оптималь-
ные в некотором локальном смысле, разъясняемом ниже. Рассмотрим
статистику знаков

S(X) = (signal, signx2,. • .,signcpn)
T. (2.2.3)

Значениями случайного вектора S(X) могут быть лишь последова-
тельности, составленные из +1 и —1. Пусть

s = (sus2,...,sn)
T (2.2.4)

— такая произвольная последовательность. Обозначим через Q некот
торую совокупность векторов типа (2.2.4), которую мы в дальнейшем
будем использовать как критерий для проверки #о (2.2.2). Иными
словами, мы предлагаем отвергнуть (2.2.2), если происходит событие

{X:S(X)6®}. (2.2.5)

Рассмотрим мощность критерия (2.2.5) в модели (2.1.5) как функцию
параметра в:

P{S(X)€®\d}, (2.2.6)

или, короче, P{Q|0} . Заметим, что

•6Q

где

Требования к выбору наилучшего знакового критерия (2.2.5)
сформулируем в терминах, относящихся к функции мощности. Во-
первых, мы будем рассматривать и сравнивать между собой знако-
вые критерии заданного уровня значимости, скажем е > 0. Поэтому
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первое требование к критерию Q есть

o = £. (2.2.7)

Поскольку при Но и (2.1.4) вероятность любой последовательности
(2.2.4) равна 2~п, в (2.2.5) могут быть реализованы лишь уровни зна-
чимости, кратные 2~п. При таком уровне е любой знаковый критерий
Q будет содержать К = е • 2" точек вида (2.2.4). Наилучшим среди
знаковых критериев данного уровня был бы тот, функция мощности
которого превосходила бы функции мощности прочих знаковых кри-
териев этого уровня. К сожалению, для рассматриваемых нами аль-
тернатив Н: в ф 0 такого равномерно наиболее мощного критерия
не существует. Поэтому при выборе критерия мы ограничимся рас-
смотрением его функции мощности лишь в окрестности точки в = 0.

Начнем с однопараметрической модели

где параметр в 6 Ш1. Такую модель мы уже рассматривали в гл. 1 как
модель (1.2.1). В однопараметрической модели для проверки (2.2.2)
можно построить локально наиболее мощные знаковые критерии про-
тив односторонних альтернатив Н+: в > О или Н~: в < 0. Затем
для проверки (2.2.2) против двусторонних альтернатив можно ис-
пользовать их двусторонние версии. Так статистики поступают и в
нормальной теории, когда применяют двусторонние версии критерия
Стьюдента; так теоретики выводят ранговые критерии.

Предположим, что случайные ошибки независимы и одинаково
распределены. Относительно их общей функции распределения

мы предположим, что выполнены условия 2.1.1, 2.1.2.
Для определенности рассмотрим альтернативу Н+: в > 0. Для

однопараметрической модели второе требование к критерию Q про-
тив этой альтернативы состоит в том, что локально около в = 0 его
функция мощности должна возрастать с наибольшей возможной ско-
ростью. Иначе говоря,

должна быть максимальной при условии (2.2.7). Так как

P{S(X) e Q | в} = £ -^P{s(x) = s\ в},
6<5

то множество Q надо составить из таких последовательностей в, у
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которых самые большие значения — P{S(X) = s\ 0}. Поэтому
по

— s|0} ^ const >,

причем постоянную надо выбрать так, чтобы удовлетворить условию
(2.2.7).

Заметим, что распределение критериальной статистики может
иметь атомы, вероятности которых больше, чем 2~" (в целое число
раз). В этом случае выбранный уровень е (даже кратный 2"") может
оказаться недостижимым. В этой ситуации можно либо прибегнуть к
рандомизации либо включить в критическую область ровно столько
точек из множества

= const },
сколько необходимо. Выбор этих точек не влияет на локальные
свойства функции мощности критерия.

Остается вычислить — P{S(X) = si ОТ. Для правдоподобияав
P{S(X) = s|0}, где S(X) и s заданы (2.2.3) и (2.2.4), имеем вы-
ражение

<0}) 2 . (2.2.8)

Легко видеть, что при оговоренных условиях на функцию F(u)

P{S(X) = s\e} = f[ (P{xi > 0

i=i

_ о - "2~"[l + 2/(0) ( | > S :

Поэтому

Следовательно, для любого уровня значимости искомый критерий
имеет вид

Wi > const }, (2.2.9)
J

= [a:
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где постоянную надо выбрать так, чтобы выполнялось условие (2.2.7).
Ясно, что против Н~: 9 < 0 локально наиболее мощный знаковый
критерий имеет вид

п

<Q> = -j з: 2_Jc,s, ^ const >.

Статистикой этих критериев служит

(2.2.10)

Для проверки гипотезы HQ: 9 = 0 против альтернативы Н: 9 ф 0 мы
будем применять двустороннюю версию критерия (2.2.9) и отвергать
#о (в пользу Я: 9 ф 0), если

Cj Sign X{ const. (2.2.11)

В теореме 2.2.1 будет показано, что при некоторых дополнительных
условиях этот критерий оказывается локально оптимальным.

Отметим важное обстоятельство: если выполнено основное усло-
вие (2.1.4), то статистика (2.2.10) распределена свободно (при гипоте-
зе Но), даже если случайные ошибки &.,.. .,£„ не являются одинако-
во распределенными. Поэтому уровни значимости критериев (2.2.9),
(2.2.11) сохраняются и в этом последнем случае.

Теперь обратимся к многопараметрической модели (2.1.5), где

в ежг.
Предположим, что случайные ошибки независимы, одинаково

распределены и что выполнены условия 2.1.1-2.1.3.
Условия F(0) = 0.5 и /'(0) = 0 заведомо выполнены для сим-

метричных относительно нуля распределений, обладающих диффе-
ренцируемой плотностью. Мы не требуем такой симметрии, но со-
храняем некоторые ее следствия. Будет показано, что при принятых
условиях производные функции мощности

dd. \ двх ''"' двг J'
d2P{®\в} _ II д2Р{®\6} \\г

d62 | d$idOj \\itj=i

существуют в окрестности в = 0. Как и ранее, при выборе крите-
рия для проверки (2.2.2) будем руководствоваться его локальными
свойствами, т.е. поведением его функции мощности (2.2.6) при в,
близких к гипотетическому значению в = 0. Среди всех знаковых



56 ГЛ. 2. ЗНАКОВЫЕ КРИТЕРИИ [4.1

критериев мы будем далее рассматривать лишь так называемые ло-
кально несмещенные критерии, для которых

= 0. (2.2.12)
0=0

Для локально несмещенных критериев Q поведение функции
мощности (2.2.6) в окрестности в = 0 определяет квадратичный член
разложения Тейлора, т.е. квадратичная форма

Выбор множества <Q> как критического для Но надо считать тем более
удачным, чем быстрее возрастает значение P{Q | в} при удалении в
от в = 0. Поскольку равномерно наиболее мощного критерия в мно-
гопараметрическом случае не существует даже в локальном смысле,
нам придется заняться оптимизацией какой-либо разумно выбранной
скалярной характеристики Q. Такой характеристикой для локально
несмещенных критериев может быть коэффициент кривизны в точке
в = 0 (в которой выполнено условие (2.2.12)) поверхности в (г + 1)-
мерном пространстве, заданной (2.2.6). Для функций многих пере-
менных существует несколько коэффициентов кривизны. Геометры
обычно имеют дело с гауссовой кривизной. Мы же будем исполь-
зовать коэффициент средней кривизны. Эта средняя кривизна про-
порциональна следу уже упомянутой матрицы квадратичной формы
(2.2.13). (Определения коэффициентов кривизны см. [14, Ч. I, § 8]).

Итак, перед нами экстремальная задача: выбрать совокупность
<Q> так, чтобы

tr
е=о

max (2.2.14)

при условиях (2.2.7) и (2.2.12). Множество Q, которое служит реше-
нием этой задачи, будем называть локально оптимальным знаковым
критерием уровня е. Заметим, что в силу (2.2.6)

_ ^ t r

При условиях 2.1.1-2.1.3 производные — ~ - ± и ,>*' -• можно вы-
da ddz

числить явно. Отправляясь от правдоподобия (2.2.8), легко убедиться,
что при условиях 2.1.1-2.1.3
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Отсюда следует, что

' 1 \ п |

4 = 1

]Г 2 (siae)(sjCje) + о(|0|2)]. (2.2.15)

P{S(X) = »\ в} = ( I ) " [l + 2/(0) £ *<Ч« + 4(/(0))2 х

Поэтому след tr
0=0

пропорционален

Е Е S'5J E Ci"c^- (2-2 Л 6)

Отметим, что выражение (2.2.16) одинаково для наборов s и — s.
Поэтому STi—s одновременно либо входят либо не входят в критерий
максимальной средней кривизны. При этом

dP{3|0}| dP{-a\6}\

d6 le=o ~ dd le=o'

как следует из (2.2.15), так что для пары {«} U {(-в)} получаем

dP{«U(-«)je} = 0 _
0=0

Следовательно, критерий максимальной средней кривизны авто-
матически оказывается локально несмещенным. Поэтому можно сде-
лать вывод, что оптимальный в смысле (2.2.14) знаковый критерий
имеет вид

< SJ E CiaCia > c o n s t }• (2.2.17)
в = 1

Добавив к правой и левой частям неравенства в (2.2.17) не зависящую
от набора s величину

г п г

Е Е S i SJ E ciaCi« - Е Е с?«>
a=l t=l а=1

получим для локально оптимального знакового критерия более удоб-
ное выражение

г n \ 2

Q = {з: ^2 ( Е С | ' а 5 1 ) ^ сош* }•
ossl i=l
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Сформулируем полученные результаты в виде теоремы.

Т е о р е м а 2.2.1. Локально оптимальный знаковый крите-
рий (т.е. локально несмещенный знаковый критерий максимальной
средней кривизны) в модели (2.1.5) для проверки гипотезы (2.2.2) при
условиях 2.1.1-2.1.3 имеет вид

const }-
При гипотезе (2.2.2) статистика этого критерия распределена сво-
бодно, если выполнено единственное условие (2.1.4).

В векторжьматричной форме знаковая статистика из (2.2.18) име-
ет вид

ensign*,-)2 = | С Т 5 ( Х ) | 2 = (S(X)f(CCT)(S(X)).

(2.2.19)
Как по заданному уровню значимости е (2.2.7) выбрать в (2.2.18) кри-
тическое значение, обозначенное const, мы обсудим в § 2.3. Знаковый
критерий (2.2.11) является однопараметрической формой (2.2.18).

З а м е ч а н и е . Критерий (2.2.18) оптимален и в ином смысле,
впрочем, весьма близком к (2.2.14): среди локально несмещенных кри-
териев заданного уровня значимости средняя мощность, если ее вы-
числять по сфере бесконечно малого радиуса, достигает максималь-
ного значения именно для критерия (2.2.18). Скажем точнее. Рас-
смотрим произвольный знаковый критерий для проверки (2.2.2), уро-
вень значимости которого не превосходит е. Пусть fi(0) обозначает
его функцию мощности. Рассмотрим

lim /£r'-1 I (р(0) - 0(0)) d9. (2.2.20)
в: \в\=р

Мы утверждаем, что знаковый критерий (2.2.18) уровня е оптимален
в том смысле, что для него локальная характеристика (2.2.20) дости-
гает максимального значения при условии (2.2.7).

Вместе с (2.2.18) можно рассмотреть и другие положительно
определенные квадратичные формы от CTS(X). Для них сред-
няя мощность типа (2.2.20) достигает максимального значения, если
вместо сфер взять соответствующие эллипсоиды, стягивающиеся к
в = 0. В совокупности знаковых критериев квадратичные знаковые
критерии являются допустимыми. Напомним, что критерий А назы-
вают допустимым в некоторой совокупности критериев, если в этой
совокупности не существует критерия, такого же, как у А, или мень-
шего уровня значимости, мощность которого при альтернативах была
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бы не ниже, а для некоторых альтернатив даже выше, чем мощность
А. Если иметь в виду вычисление критических значений при большом
числе наблюдений п, то следует выделить критерии вида

Q = {S(X): (S(X))TC(CTC)~1CTS(X) > const }. (2.2.21)

Мы покажем в § 2.3, что их критериальная статистика

(S(X))TC(CTC)~1CTS(X) (2.2.22)

при п - + оои некоторых условиях на матрицу плана С асимптоти-
чески распределена по закону хи-квадрат. Поэтому для вычислений
критической постоянной в (2.2.21) можно пользоваться соответствую-
щей аппроксимацией. Заметим в заключение, что для однопараметри-
ческой регрессии все квадратичные знаковые критерии эквивалентны
критерию (2.2.11).

§ 2.3. Вычисление критических значений.
Асимптотическая теория

Обсудим, как при Но по заданному уровню значимости е можно
вычислить критические значения для статистик (2.2.18), (2.2.21) или
для другой знаковой статистики. Введем независимые случайные ве-
личины С», i'• — 1, • • •) П) положив С» = sign^ij С = (Ci> • • -Хп)Т • При
условии (2.1.4)

Р{<< = 1} = Р{С< = -1} = 0.5. (2.3.1)

При гипотезе (2.2.1) в модели (2.1.1) и при условии (2.1.4) случайные
величины sign ж,- распределены так же, как £,-, i = 1,..., п. Поэтому
при Но знаковая статистика (2.2.19) по распределению совпадает со
случайной величиной

Распределение этой последней определяется матрицей плана С. Хотя
указать аналитическое выражение для этого распределения не удает-
ся, численно оно может быть найдено с необходимой точностью. (О
вычислении этого распределения и его квантилей см. § 2.5). Заметим,
что случайная величина (2.3.2) распределена дискретно. Напомним,
что мы понимаем под квантилью дискретной случайной величины.

О п р е д е л е н и е . Квантилью уровня а дискретной случайной
величины £, назовем следующую величину £а-

а) £а = sup {ж: Р{£ ^ ж} ^ а}, если решение уравнения
ж} = а не существует;

б) £а = i(inf{*: Р{£ < х} = a} + suv{x: P{£ < ж} = а}), если

решение уравнения существует (т.е. середина интервала, на котором
это решение существует).
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Пусть q%_£ обозначает квантиль уровня 1-е случайной величины
(2.3.2); тогда

Аналогично определим квантиль q"_e случайной величины

СТС{СТС)~1СТС. (2-3-4)

Теперь можно сформулировать правила для проверки гипотезы
Щ; в = в0, где 9° задано, с помощью знаковых критериев (2.2.18)
и (2.2.21).

П р а в и л о . Гипотезу Но'- в = в° в модели (2.1.5) следует
отвергнуть на гарантированном уровне е, 0 < £ < 1, если:

а) (в случае применения критерия (2.2.18))

[S(X - Ce°)]TCCT[S(X - Св0)] > q?_e; (2.3.5)

б) (в случае применения критерия (2.2.21))

[s(x - ce°)fc(cTc)-lcT[s(x - св0)] > q?_e. (2.3.6)

Подчеркнем, что критерии (2.3.5) и (2.3.6) действуют и в том слу-
чае, когда случайные ошибки распределены неодинаково; необходимо
лишь выполнение (2.1.4).

При п —у со для этих и других квадратичных знаковых статистик
при гипотезе Но можно указать асимптотическое распределение при
некоторых предположениях о матрице С В этой книге далее мы бу-
дем рассматривать ограниченные и асимптотически невырожденные
планы. А именно, мы примем условия 2.1.7, 2.1.8: существует не за-
висящее от п число К такое, что

max max ICJJ < К для всех п,

где матрица S невырожденная (и тем самым положительно опреде-
ленная).

При условиях 2.1.7, 2.1.8 случайный вектор -7=СТС при
s/ns/n

п —v оо асимптотически распределен как iV(O,S). Из этого вытека-
ют следствия об асимптотическом распределении статистик (2.2.19)
и (2.2.22).
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Т е о р е м а 2.3.1. При гипотезе (2.2.2) относительно моде-
ли (2.1.5), выполнении (2.1.4) и условий 2.1.7, 2.1.8, когда п —• сю,

(

где Ai,...,Ar— собственные значения матрицы S, а случайные ве-
личины 77i,.. .,г)Г независимы и распределены по закону N(0,1);

(ST(X)C)(CTC)-1(CTS(X)) -±>x2(r), (2.3.8)

где Х2(г) — щ\ + • • • + *?г > а Ш> • • •> Vr ™e эке, что и в (2.3.7).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем r-мерный случайный вектор Y,
распределенный по нормальному закону N(0, S). В силу многомерной

центральной предельной теоремы вектор - 7 = С Т £ в условиях теоре-
у/П

мы 2.3.1 при п —»• оо распределен как Y. Поэтому статистики (2.3.7)
и (2.3.8) асимптотически распределены как ll^l2 и YT'S~1Y соот-
ветственно. Пусть Q — такая ортогональная матрица, что QJ1QT =
= А, где А = diag(Ai,..., Аг). При этом Ai > 0,..., Аг > 0, так
как матрица S положительно определенная. Пусть Z = QY, Z =
= (zi,..., zr)

T. Ясно, что Z ~ ЛГ(О, А), а потому za, а — 1,..., г, мож-
но представить в виде za = V^a'Ha, где случайные величины r?i,..., r)r

суть независимые 7V(0,1). Теперь имеем

а=1 а=1

X = ZTATlZ =

Теорема доказана. П

Простота асимптотического распределения статистики (2.2.22)
дает ей преимущество по сравнению с другими квадратичными зна-
ковыми статистиками.

Статистике (2.2.22) можно дать и другое асимптотическое об-
основание, основанное на применении принципа Роя [105].

Рассмотрим модель (2.1.5) и выберем в подпространстве L =
= {I: I = С9, в € Жг} какое-либо направление l — Qi,..., 1п)

т, \1\ = 1.
Рассмотрим одномерную альтернативу Я ^ : Св = tl, t € Ж1, к
гипотезе Но: 0 = 0. Как следует из результатов § 2.2, локально
оптимальный знаковый тест для проверки Но против Н® имеет вид

,-signX{ > const. (2.3.9)
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Постоянная в правой части (2.3.9) при конечных п, вообще говоря, за-
висит от выбора вектора I. Однако при гипотезе #о статистика (2.3.9)
распределена асимптотически как JV(O,1). Действительно, достаточ-
ным условием для этого служит условие

max |/,f -+ О, (2.3.10)

которое выполняется, если матрица С удовлетворяет условиям 2.1.7,
2.1.8. Поэтому при больших п критические значения в (2.3.9) прак-
тически не зависят от I.

Гипотезу Но следует отвергнуть в пользу Н^1\ если статисти-
ка (2.3.9) принимает большое значение. Альтернатива Я: в ф О
представляет собой объединение альтернатив # О . Следуя С.Рою
[105], представляется разумным отвергать Но, если большое значе-
ние принимает хотя бы одна из статистик (2.3.9), когда Z пробегает
все возможные значения I E L, |/| = 1. То есть взять

max (2.3.11)

в качестве критериальной статистики для проверки Но. Очевидно,
что (2.3.11) равно |proji,S(X)|2, где projiS(X) означает проекцию
вектора S(X) на подпространство L в евклидовой метрике. Вид нор-
мального проектора на подпространство L хорошо известен из теории
наименьших квадратов (см., например, [3, 48, § 7.2] или [17, § 5.2]):
его матрица равна C(CTC)~iCT. Поэтому

= C{CTC)~1CTS{X).

Отсюда следует, что

2 = sT{x)c{cTcy1cTs{x),
J = l

т.е. (2.3.11) совпадает со статистикой (2.2.22).

§ 2.4. Пример. Двухфакторные таблицы

В некоторых задачах на параметр в в моделях типа (2.1.5) мо-
гут накладываться линейные связи типа уравнений. Параметр О
в этом случае перестает быть свободным; фактически он пробегает
пространство меньшего числа измерений, чем число его координат.
В таких задачах при построении локально оптимальных критериев
для HQ (2.2.2) следует ориентироваться на среднюю кривизну функ-
ции мощности на упомянутом подпространстве. Обычно ее можно
вычислить, не прибегая к перепараметризации. Покажем это на при-
мере двухфакторных таблиц.
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Рассмотрим двухфакторный эксперимент с одинаковым числом
наблюдений в каждой ячейке. Примем аддитивную модель действия
факторов. Таким образом, мы наблюдаем случайные величины
которые могут быть представлены в виде модели:

Здесь r,t — соответственно число уровней первого и второго факто-
ров, т — число наблюдений при каждой комбинации уровней факто-
ров. Параметры у,,а\,.. .,a r,/?i,.. .,/?< неизвестны. Как обычно (см.,
например, [48, § 7.3, с] или [17, § 5.5]), считаем, что

(2.4.2)

К этой модели мы еще вернемся, в частности, при обсуждении
проверки линейных гипотез в гл. 4. Сейчас же заметим, что для
одновременного оценивания всех неизвестных параметров нам необ-
ходим критерий для проверки гипотезы

Но:ц = 0, oi = . . . = aP = 0, /?i = . . . = A = O. (2.4.3)

Ввиду существования связей (2.4.2) при построении локально
оптимального критерия надо ориентироваться на среднюю кривизну
функции мощности на подпространстве параметров, заданном эти-
ми уравнениями. Чтобы сделать точность статистических выводов
одинаковой для всех параметров, целесообразно перейти к их норми-
рованным версиям, положив

ft = Pjy/f. (2.4.4)

В этой параметризации модель (2.4.1) принимает вид

(2.4.5)
i = l , . . . , г, j = l,...,t, k=l,...,m,

если отбросить «штрих» в обозначениях (2.4.4). Для новых пара-
метров действуют те же связи (2.4.2). Положим по определению

Можно показать, что с точностью до неслучайного слагаемого и
неслучайного сомножителя главная часть P{S(X)\6} + P{—5(Х")| в}
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согласно (2.2.15) в данном случае равна

) 2 (2"4"7)

Здесь замена индекса точкой означает усреднение по этому индексу:

± \± ±±±ij. (2.4.8)

Средняя кривизна функции (2.4.7) от переменных fi, a, /3 в точке

равна сумме коэффициентов при квадратах переменных, т.е.

Теперь вспомним, что средняя кривизна равна сумме нормальных
кривизн по произвольному набору ортогональных направлений.

В (г + t + 1)-мерном пространстве M r + t + 1 , в котором изменяется
параметр в = {ц, <х\,..., ar, j3\,..., /?j)T, рассмотрим два одномерных
(ортогональных друг другу) подпространства, Mj и М 2 , порожден-
ных единичными векторами

Теперь мы можем сказать, что параметр в в задаче (2.4.5) с учетом
связей (2.4.2) изменяется в ортогональном дополнении Mi ®Mz Д°
щг+<+1 Легко видеть, что кривизна функций (2.4.7) (в нулевой точке)
на каждом из подпространств Mi, Мг равна Z\ Поэтому искомая
статистика есть

Нетрудно убедиться, что это выражение пропорционально

Поэтому локально оптимальный знаковый критерий в двухфакторной
аддитивной модели в обозначениях (2.4.6) (в задаче (2.4.5) с учетом
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(2.4.2)) имеет вид

г t

i. "4" Z.i — %..) > const \-.

Можно показать, что при фиксированных г, t и m —»• оо статисти-
ка (2.4.10) при нулевой гипотезе (2.4.3) асимптотически распределена
как x2ir + t — 1). Примечательно, что (2.4.10) по виду совпадает, с
числителем .Р-критерия для проверки Но (2.4.3) в нормальной модели
(если не считать деления на число степеней свободы).

§ 2.5. Вычисление критических значений.
Конечные объемы выборок

В этом параграфе мы обсуждаем методы вычисления крити-
ческих значений знаковой статистики при Но, соответствующие за-
данному уровню значимости е, для рассмотренных выше задач при
конечных объемах выборок.

Для того чтобы воспользоваться результатами § 2.2 при постро-
ении критического множества, нужно уметь вычислять квантили
распределений случайных величин (2.3.2) или (2,3.4) (см. определе-
ние 2.3.1 квантили дискретной случайной величины).

При небольших объемах выборок распределения, а значит и кван-
тили случайных величин (2.3.2) и (2.3.4) можно вычислить перебором.
Число равновероятных комбинаций равно 2", а соответствующие зна-
чения статистики зависят от матрицы плана эксперимента С. Мы
обычно применяем этот метод при п ^ 16. При других умеренных п
для вычисления распределения мы применяем метод статистических
испытаний Монте-Карло. При больших п следует пользоваться ука-
занной в § 2.3 асимптотикой.

Для моделирования (2.3.2) или (2.3.4) нужно получить последо-
вательность {£,} с указанными выше свойствами (2.3.1). Лучше от
последовательности {&} перейти к последовательности случайных ве-
личин, принимающих значения 0 и 1 с вероятностями 0.5. Тогда мо-
делирование случайных величин (2.3.2) и (2.3.4) можно упростить и
ускорить.

В использованных методах мы можем указать точный уровень
значимости знакового критерия, близкий или равный заданному.

Примеры вычисления критических значений для простейшей ли-
нейной регрессии были приведены в гл. 1 при обсуждении оценивания
постоянной в законе Хаббла. В задачах линейной регрессии крити-
ческие значения соответствующих статистик зависят от плана экс-
перимента (матрицы плана С) и должны вычисляться для каждой
конкретной задачи.

Для обсуждавшейся выше задачи двухфакторного анализа план
эксперимента известен, если известны количество уровней каждого
фактора в двухфакторной таблице и число наблюдений в каждой клет-
ке этой таблицы.

3 М. В. Болдин и др.
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Т а б л и ц а 2.5.1

г=2, 1=2

1 = 3

1 = 4

1 = 5

г=3, 1=3

1 = 4

1 = 5

г=4, 1=4

Квантили случайной величины С

т = 1
Я V

0.000 0.125

3.000 0.625

4.000 1.000

2.000 0.281

4.667 0.844

6.000 1.000

6.000 0.617

6.500 0.930

8.000 1.000

6.000 0.557

7.600 0.791

8.400 0.967

6.333 0.691

7.222 0.973

9.000 1.000

8.667 0.880

9.333 0.924

10.000 0.995

10.200 0.856

10.733 0.911

11.267 0.955

10.000 0.879

11.000 0.912

11.750 0.956

т = 2
Я V

4.000 0.758

5.500 0.945

6.000 0.977

6.000 0.854

7.333 0.924

8.000 0.959

7.250 0.868

9.250 0.945

10.000 0.968

9.200 0.887

10.000 0.911

11.200 0.966

7.778 0.859

9.111 0.924

9.778 0.953

9.000 0.855

10.333 0.922

11.667 0.957

10.400 0.852

11.467 0.903

12.933 0.953

10.500 0.854

11.500 0.903

13.000 0.953

т = 3
q p

5.333 0.860

6.333 0.909

6.667 0.961

6.000 0.818

6.889 0.901

8.667 0.951

7.500 0.856

8.833 0.907

10.167 0.963

9.467 0.880

10.533 0.921

11.867 0.951

7.741 0.865

9.222 0.913

10.407 0.960

9.333 0.854

10.222 0.904

12.000 0.952

10.511 0.851

11.756 0.908

13.356 0.951

10.583 0.857

11.667 0.901

13.333 0.953

(2.5.1)

т = 4
9 V

5.000 0.874

6.000 0.915

6.750 0.956

6.667 0.864

7.667 0.918

9.000 0.954

7.625 0.857

9.000 0.908

10.625 0.957

9.400 0.858

10.400 0.903

12.000 0.951

7.889 0.853

8.889 0.902

10.556 0.951

9.333 0.852

10.500 0.908

12.167 0.964

10.600 0.851

11.800 0.901

13.533 0.950

10.500 0.851

11.750 0.901

13.500 0.951

т = оо
Я V

6.251 0.900

7.815 0.950

7.779 0.900
9.488 0.950

9.236 0.900

11.070 0.950

10.645 0.900

12.592 0.950

9.236 0.900
11.070 0.950

10.645 0.900

12.592 0.950

12.017 0.900

14.067 0.950

12.017 0.900

14.067 0.950

Рассмотрим статистику двухфакторного анализа (2.4.10) для про-
верки нулевой гипотезы (2.4.3). Распределение такой статистики со-
впадает с распределением случайной величины

(2.6.1)

где через By, г - l,..,,r;j = 1,.. .,t, обозначены независимые слу-
чайные величины, распределенные по биномиальному закону с пара-
метрами (т, 0.5). Точкой, как и ранее, обозначено усреднение по со-
ответствующему индексу. Распределение дискретной случайной ве-
личины С можно определить точно, перебирая все возможные для нее
значения и вычисляя соответствующие вероятности. Отметим, что
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количество различных значений, принимаемых этой случайной вели-
чиной, невелико. Например, при г = t = 2, m = 1 оно равно 3,/ при
г = 2, t = 4, m = 4 равно 81 и т.д. В табл. 2.5.1 приведены некоторые
квантильные значения q и соответствующие им точные вероятности
р := Р{£ ^ q} для некоторых комбинаций параметров г, t, m и для
некоторых верхних «хвостовых» вероятностей р. В столбце с m = оо
для сравнения указаны 0.90- и 0.95-квантили предельного при т —+ оо
для С распределения Х 2 ( г + * ~ 1)> ° котором упоминалось в § 2.3 и § 2.4.

з*



Г л а в а 3

ЗНАКОВЫЕ ОЦЕНКИ

§ 3.1. Знаковые оценки и их вычисление

Во введении уже было сказано, как через тестовые статистики
можно определить точечные (В.5) и доверительные (В.4) оценки па-
раметров. Имея знаковые критерии гл. 2 для модели (2.1.5) и их ста-
тистики (2.2.19), (2.2.22), мы можем с их помощью ввести и знаковые
оценки в схеме (2.1.5). Например,

0„ = arg min(5(X - C8))TCCTS(X - Св), (3.1.1)
0£ЖГ

либо

вп = arg min(S(X - Св))тС(СтС)~1Ст S(X - Св), (3.1.2)

либо им подобные, основанные на других квадратичных знаковых
критериях для проверки #о: в = 0.

Соответствующие доверительные множества для неизвестного
параметра в модели (2.1.5) с коэффициентом доверия 1-е имеют вид

{(S{X - C9))TCCTS(X - Св) < «!_,}, (3.1.3)

{(S(X - Ce)fC(CTC)-1CTS(X - Св) < ft.,}, (3.1.4)

где квантиль gi_£ была определена в (2.3.3), a gi_E — квантиль слу-
чайной величины (2.3.4).

В § 3.1 описаны вычислительные алгоритмы, основанные на тео-
ретических результатах гл. 2, и показана работа этих алгоритмов на
модельных примерах. Вычислительные алгоритмы реализованы про-
граммно и оформлены в виде диалоговой системы, названной Sign.
Эта система работает на IBM PC и совместимых с ними компьюте-
рах. Приведенные в книге примеры выполнены в этой системе.

Обратимся к вычислению знаковых оценок. Начнем с оценивания
параметров линейной регрессии в модели (2.1.5). Здесь и далее мы
ограничимся вычислением оценок вида (3.1.1). Мы предлагаем два
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алгоритма: переборный и итерационный. Запишем задачу (3.1.1) в
координатной форме:

(3.1.5)
a = l ч г=1 р=1

Решение такой задачи всегда существует, поскольку целевая функ-
ция является кусочно постоянной: при изменении векторного пара-
метра в во всем пространстве она принимает конечное число зна-
чений. Ясно, что решение может быть неединственным и в общем
случае является некоторым множеством r-мерного параметрическо-
го пространства. Пример из гл. 1 (определение постоянной Хаббла,
§ 1.2) хорошо иллюстрирует этот факт. В этом примере параметри-
ческое пространство — числовая прямая. Обрабатывая данные из
статьи Э.Хаббла [80], мы получили в качестве знаковой оценки ин-
тервал (#i, 02)- В то же время для другого набора наблюдений (совре-
менные данные) знаковая оценка свелась к единственному значению.

Мы реализовали два алгоритма вычисления знаковой оценки
(3.1.1) при веШг:

1) при г — 2 реализован алгоритм перебора всевозможных зна-
чений функции из (3.1.5) (в этом случае мы строим и доверительные
множества заданного уровня доверия);

2) для произвольной размерности г построен итерационный алго-
ритм определения решения задачи (3.1.5).

Опишем эти алгоритмы.
1) Переборный алгоритм для г = 2.
Каждое слагаемое в сумме, входящей в (3.1.5), является функци-

ей двух параметров: в\ и дъ- Изобразим на плоскости с координатами
(01) #г) прямые 'Х{ — С{\9\ — с,-2#2 = 0, г = 1,..., п. Точки пересечения
этих прямых назовем узловыми. Таким образом, плоскость разби-
вается на многоугольники (конечные или бесконечные), в каждом из
которых функция из (3.1.5) принимает постоянное значение. Предпо-
ложим, что матрица плана С и вектор наблюдений X таковы, что
любые две прямые пересекаются и что в узловых точках пересека-
ются только две прямые. (Нетрудно обобщить алгоритм на случай
произвольного числа пересечений в узловой точке). Пусть My — точ-
ка пересечения г'-й и j'-й прямых (пусть ее координаты (в1^, 9%)). Эти
прямые делят плоскость на четыре части, в каждой из которых зна-
ки разностей #,• — сц9х — ^02 и Xj — Cj\9\ — с^9% могут быть опре-
делены. Для других функций Хк — Cjtî i — Cjt2#2 {к ф i,j) знак в
каждой смежной с узловой точкой Му области определяется знаком
разности X}. — Cfci#iJ — с^в^' Поэтому в самой узловой точке, в приле-
гающих к ней смежных областях и на прямолинейных отрезках (где
или Xi — сцвх — с,-2#2 = 0, или Xj — Cji$i — Cj2#2 = 0) легко опре-
делить значение целевой функции из (3.1.5). Перебирая все узловые
точки, нетрудно определить минимальное значение целевой функции
из (3.1.5) и множество на плоскости, где этот минимум достигается.
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Множеством минимума целевой функции (3.1.5) может быть много-
угольник, интервал, точка или их объединение. Ниже мы приведем
примеры, в которых реализуются некоторые из этих возможностей.
Переборный алгоритм при умеренных значениях п позволяет также
строить для неизвестных истинных значений (#i,#2) доверительные
множества, что мы также покажем ниже.

2) Итерационный алгоритм.
Как уже отмечалось, множество минимума в (3.1.5) можно найти

перебором всех значений целевой функции и при г > 2. Однако при
увеличении числа наблюдений объем таких вычислений быстро воз-
растает. Поэтому для решения (3.1.5) мы предлагаем итерационный
алгоритм. Он сводится к последовательной минимизации каждого из
слагаемых в (3.1.5). Теоретически его сходимость не доказана, но во
всех многочисленных случаях его применений мы получали правиль-
ные результаты.

Вычислительный алгоритм состоит в последовательном вычисле-
нии r-мерных векторных значений в(к) = (#i(fc),.. ,,вг(к)) для
* = 1,2,...

Ш а г 1. Выбираем начальное приближение 0(0) = (#i(0),. • -

ff
Ш а г 2. Шаг итерации состоит в переходе от в(к — 1) =

= { в 1 ( к - 1 ) , . . , в г ( к - 1 ) ) Т к в(к)={б1(к),...,вг(к))Т, к = 1,2,...
Значение ва(к), а = 1,..., г, выбираем по правилу

ва(к) =

а = \,...,г.
Ш а г 3. Процесс останавливаем на шаге к, если при заданной

вычислительной точности г

\
либо при обращении функции из (3.1.5) в нуль.

З а м е ч а н и е . Мы применяем итерационную процедуру ти-
па Зейделя, которая в данном случае состоит в использовании на Аг-м
шаге итерации при вычислении а-й координаты ва(к) всех уже вы-
численных на этом к-и шаге значений координат 0i(Jb),, ..,Oa-i(k)-
В отличие от покоординатной процедуры, использование процедуры
типа Зейделя позволяет закончить итерационный процесс за меньшее
число шагов.

З а м е ч а н и е . Тестирование итерационной процедуры на мо-
дельных данных показало, что выбор начального приближения влияет
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на количество шагов итерации. Во многих примерах мы использовали
в качестве первого шага итерационной процедуры оценку наименьших
квадратов и получали за небольшое число итераций знаковую оценку.

П р и м е р 1. Моделируем регрессионную зависимость

*i = 0i+Ci02 + &, г = 1,...,п, (3.1.6)

Здесь в\ = 50, $2 = —10, а случайные величины £,• имеют одинако-
вое засоренное нормальное распределение с функцией распределения
Тьюки F{x) = (1-6)Ф(х/<то)+6Ф(х/<Г1), где 6 = 0.15, <т0 = 2, ах - 30,
Ф(х) — функция стандартного нормального распределения, п — 50.
На рис. 3.1.1 изображены результаты оценивания параметров модели
знаковым методом и методом наименьших квадратов.

7.53 •

-4.74

0.00 0.08 1.96 2.94 3.92 4.90

Рис. 3.1.1. Графики функции х(<) = 6i + ?з<, вычисленной методом наименьших
квадратов (LS) и знаковым методом (Sign)

На рис. 3.1.2 изображено множество минимума функции (3.1.5),
полученное перебором. Это множество является объединением двух
интервалов, концы которых находятся в точках Mi, Мъ, Mz соот-
ветственно: Мх = (49.092,-9.886), М2 = (49.085,-9.852), М3 =
= (49.928, —10.028) (они изображены отрезками прямых, пересекаю-
щихся в точке Мг). Итерационная знаковая процедура дала значение
(49.09, —9.852), что соответствует точке Mi в пределах вычислитель-
ной точности. Было выполнено семь итераций. В качестве начальной
итерации была выбрана оценка наименьших квадратов. Оценкой наи-
меньших модулей является точка Мз. Оценивание по методу наимень-
ших квадратов дало значение (46.37,-8.827), отстоящее от истинного
значения (50,—10) значительно дальше, чем значение, полученное зна-
ковым методом.
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(46.56,-9.16)

(46.38,-9.29)

2 , 6»2) = (50.0,-10.0)

,(51.09,-10.53)

(50.89,-10.70)

Рис. 3.1.2. Доверительные множества уровней доверия 7 = 0.95 (1) и 7 = 0.90 (2)

для примера 1

Нетрудно построить и доверительные множества. Для этого ме-
тодом Монте-Карло мы определили распределение случайной величи-
ны

а = 1 «=1

(Р{С,- = 1} = Р{С« = -1} = 0.5) и ее квантили уровней j — 0.95
и 7 = 0.90 соответственно. Точечные множества на плоскости, в
которых критериальная статистика из (3.1.3) не превосходит вели-
чины д7, найдены перебором. Эти множества оказались невыпуклы-
ми. На рис. 3.1.2 изображены их выпуклые оболочки. Мелкими точ-
ками отмечены точки пересечения прямых, заданных уравнениями
Ж: = 0i + Cj02, г = 1,..., п. Отметим, что оценка наименьших квадра-
тов не попала в построенные доверительные множества, в то время
как истинную точку (0i, 0г) = (50.0, -10.0) они «накрыли».

П р и м е р 2. Моделируем зависимость Х{ — д\ + 02sin(tfj) +
+ 6, U € [0.41,12.37], г = 1,...,30, 0г = 5, 02 = 20. Распределе-
ние ошибок засоренное гауссовское (модель Тьюки) с параметрами
6 — 0.15, <т\ — 3, сг2 = 30. Здесь множеством минимума функции из
3.1.5) является многоугольник, вершины которого — точки плоскости
01,02) с координатами (4.380,20.895), (4.709,21.227), (5.272,20.661),
5.115,20.464), (4.158,19.469). На рис. 3.1.3 изображены эксперимен-

тальные данные, истинная кривая и две кривые, полученные мето-
дом наименьших квадратов (кривая LS) и итерационной знаковой про-
цедурой (Sign).
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-8.38 •

-17.56

0.41 2.80 5.19 7.58 9.98 12.37

Рис. 3.1.3. Графики функции x(t) = 9\ + 62 sin(t), вычисленной методом наимень-
ших квадратов и знаковым методом (истинная кривая практически не отличает-

ся от кривой, полученной знаковым методом)

Оценка наименьших квадратов (LS) равна (4.40,15.54). Знако-
вая оценка, полученная итерационной процедурой (SI) (число итера-
ций равно семи, начальная итерация — оценка наименьших квадра-
тов), равна (4.795,20.63). Оценка наименьших модулей (LAD) есть
(4.16,19.47). На рис. 3.1.4 изображены область минимума и выпуклые
оболочки доверительных множеств с уровнями доверия, не меньшими,
чем 0.90 и 0.95 соответственно.

(5.06, 23.26)

(2.36, 15.60),

(6.75, 19.18)

(3.15,13.01)

Рис. 3.1.4. Область минимума (1) и выпуклые оболочки доверительных мно-

жеств уровней доверия не меньше 7 = 0-90 (2) и 7 = °-95 ( 3) ^ля примера 2
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П р и м е р 3. В этом примере минимум функции из (3.1.5)
достигается в одной точке. Мы моделировали зависимость вида ж,- =
= 0i + e2Jo(ti) + 6 , U 6 [0.0,9.9], г = 1,...,100, вх = 15, в2 = 30,
^о(^) — функция Бесселя нулевого порядка. Распределение ошибок
засоренное гауссовское (модель Тьюки) с параметрами 6 = 0.15, <?\ —
= 1.5, 0-2 = 15.

0.00 1.98 3.96 5.94 7.92 9.90

Рис. 3.1.5. График функции o;(t) = ?i + ? 3 Jo(t), вычисленной знаковым методом

На рис. 3.1.5 изображены экспериментальные данные вместе с
кривой, полученной итерационной знаковой процедурой, для которой
(^ь^г) = (14.63,29.95) (число итераций равно 10, начальное значение
совпадает с оценкой наименьших квадратов {в\,в\) = (14.6,30.32)).
Полученное значение совпадает с точкой минимума функции и с оцен-
кой наименьших модулей (LAD).

(14.20, 32.43)

(15.16, 30.49)

\ .(Ш? 3 , 29.95) •(1б-«'/0-
s i g n , L A B '•:•?• ф\.,еЬ

(14.92, 26.80)

Рис. 3.1.6. Вьшуклые оболочки доверительных множеств уровней доверия не
меньше 7 = 0.90 (1) и 7=0.96 (2) для примера 3
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На рис. 3.1.6 изображены выпуклые оболочки доверительных мно-
жеств с уровнями доверия, не меньшими, чем 0.90 и 0.95 соответствен-
но. В примере 3 все найденные оценки, в том числе и оценка наимень-
ших квадратов, попали в указанные доверительные множества. Ис-
тинное значение параметра {61,62) = (15.0,30.0) также принадлежит
этим множествам.

П р и м е р 4. Рассмотрим уже упоминавшуюся во введении
линейную модель

z,- = 0i+<M; + 03sin(w*;)-K,-, г = 1,...,тг, (3.1.7)

с известной частотой и> и неизвестными, подлежащими оцениванию
параметрами #i, 62, 63. (Такие модели могут быть полезны, например,
при обнаружении периодического сигнала на фоне шума. Частота сиг-
нала, как правило, известна, а определяемым параметром является его
амплитуда. Конечно, в реальной ситуации, помехи & могут оказаться
коррелированными, и их следует описывать каким-либо случайным
процессом. Однако в первом приближении можно рассматривать и
модель с независимыми ошибками. Условие гауссовости ошибок, как
правило, нарушается. Кроме того, данные могут быть засорены им-
пульсными помехами, не имеющими ничего общего с описываемым
явлением.) Вычислим знаковые оценки в модели (3.1.7), по-разному
задавая распределение случайных ошибок.

Пусть распределение £,• несимметрично, но имеет нулевую ме-
диану: при х < 0 это гауссовское распределение, при х > 0 — распре-
деление Коши (распределение с тяжелыми хвостами):

- + — arctan v " '*"", x > 0.
2 7г а

Здесь a = 3. На рис. 3.1.7 приведены наблюдения (п = 101), под-
чиняющиеся модели (3.1.7) при ш = 2тг/7.5, t € [0.3,20.3]. Две кри-
вые, полученные знаковым методом и методом наименьших квадра-
тов, помечены словами Sign и LS, модельная кривая — словом Model.
Рисунок выполнен в масштабе, в котором не изображен единичный
выброс при t = 18.50, равный 1277.68. Различие между модельной
детерминированной составляющей и кривой Sign незначительно. Мо-
дельные значения параметров и их оценки двумя методами Приведены
в табл. 3.1.1. Стабилизация знаковых оценок наступила после восьми
шагов итерации.
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х =1277.68 (t= 18.50)

140.0

х

106.0

72.0

38.0

4.0

-30.0

LS /

^Sign Model

0.30 4.30 8.30 12.30 16.30 20.30

Рис. 3.1.7. Графики функции x(t) = 0i + 02* + 93sin(wt), вычисленной методом

наименьших квадратов и знаковым методом

Таблица 3.1.1

Параметр

&i

в,
вг

Model

3.50

4.50

10.00

LS

-13.67

7.41

16.66

Sign

3.46

4.52

10.12

Пусть распределение & (i = 1,..., 101) несимметрично и имеет
ненулевую медиану: это засоренное гауссовское распределение с 10-
процентным засорением, имеющим положительный сдвиг (JL. Функция
распределения такого распределения есть

Мы положили о-! = 3.0, <т2 = 10.0, /z = 50, е = 0.1.

На рис. 3.1.8 точками показаны наблюдения, подчиняющиеся мо-
дели, в которой случайные ошибки следуют указанному выше распре-
делению. Указаны также результаты оценивания знаковым методом
и методом наименьших квадратов. Модельные значения параметров
и их оценки двумя методами приведены в табл. 3.1.2. Стабилизация
знаковых оценок произошла за 31 шаг итерации.
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-30.0

0.30 4.30 8.30 12.30 16.30 20.30

Рис. 3.1.8. Графики функции a:(£) = ?i + 03t + ?3sm(cirt), вычисленной методом
наименьших квадратов и знаковым методом

Т а б л и ц а 3.1.2

Параметр

03

Model

3.50

4.50

10.00

LS

9.18

4.68

8.37

Sign

3.42

4.57

10.40

Как видно из рис. 3,1.7-3.1.8 и табл. 3.1.1-3.1.2, оценки, получен-
ные знаковым методом, значительно ближе к истинным значениям па-
раметров, чем оценки, полученные методом наименьших квадратов.

П р и м е р 5. Рассмотрим модель двухфакторного анализа. В
гл. 2, § 2.4 был описан локально оптимальный знаковый критерий для
проверки нулевой гипотезы в схеме двухфакторного анализа. Приме-
нив упомянутый критерий и метод знакового оценивания, получим
метод оценивания параметров /i, а,-, /3/, г — 1 г, j — l,...,tf, в
схеме (2.4.1)—(2.4.2). Вид критериальной статистики задан выраже-
ниями (2.4.9) и (2.4.10), где Zy, Zi., Z.j, Z.. определены в (2.4.6) и
(2.4.8). Поэтому знаковые оценки неизвестных параметров являются
решением экстремальной задачи

+ Z.j - Z..fmjn^,«,/3)=mjn^^

при ограничениях
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* - ц-at- Pj), a Z{., Z.j — усреднения

по j и * соответственно, Z.. — усреднение Zij по г и j . Функцию

Т(ц,а,/3) можно представить в виде

•=i j=i

Оценки параметров находятся с помощью описанного выше итераци-
онного алгоритма. В этом примере была принята следующая схема
вычислений.

Ш а г 1. При фиксированных /?i,...,/?* находим значения
ц, «1,..., ат как решение задачи

г

(//,<*) = argminV-Z?

г
при условии ^ а,- = 0.

Ш а г 2. После подстановки найденных значений ai,...,ar в
функции Z^j находим оценки ц, /3\,.. .,^t как решение задачи

При УСЛОВИИ /J/Sj =й 0.

Ш а г 3. Если расстояние в евклидовой метрике между оценка-
ми двух соседних итераций превосходит заданное малое число е, то
возвращаемся к шагу 1, в противном случае процесс заканчивается.

Приведем численные результаты оценивания параметров в схе-
ме двухфакторного анализа. Были смоделированы данные в схеме
(2.4.1)-(2.4.2) с ошибками £у*., имеющими распределение Тьюки с
плотностью распределения:

/(а,) =

где е = 0.15, <ri = 0.5, <г2 = 5, /̂  = 7.5. Здесь число уровней первого
фактора г = 5; число уровней второго фактора t — 7; общее число
наблюдений при каждой комбинации уровней факторов m = 12.

Результаты оценивания параметров знаковым методом и методом
наименьших квадратов приведены в табл. 3.1.3.
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Таблица 3.1.3

Параметр

ос3

Pi

Pi

л
Pi

/9т

Model

0.50

2.00

7.80

-5.30

-5.00

-6.40

7.30

13.50

-7.00

5.40

-2.60

-10.20

1.00

LS

1.22

1.78

7.70

-5.67

-5.03

-6.40

6.78

13.49

-6.78

5.54

-2.25

-10.39

2.20

Sign

0.65.

1.93

7.82

-5.42

-4.99

-6.36

7.11

13.59

-6.93

5.50

-2.69

-10.24

1.09

Гистограммы остатков для двух методов оценивания приведены

на рис. 3.1.9 и 3.1.10.

35.0

30.0

25.0

20.0

15.0

10.0

5.0

0.0
- 3 . 3

Остатки
-Р РТП

3.3 б.б 9.0 13.2 16.5

Рис. 3.1.9. Гистограмма остатков и гауссовская плотность основной части рас-

пределения при <Ti = 0.5 в знаковом методе для примера 5
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§• 35.0

а
30.0

25.0

20.0

15.0

10.0

5.0
0.0

-3.3

Остатки

3.3 6.6 9.9 13.2 16.5

Рис. 3.1.10. Гистограмма остатков и гауссовская плотность основной части рас-
пределения при оч = 0.5 в методе наименьших квадратов для примера 5

Рассмотренные примеры показывают, что знаковый метод оце-
нивания можно успешно применять для линейных моделей с разными
типами случайных ошибок: распределенных несимметрично, с тяже-
лыми хвостами, с отличными от нуля медианами, с большой долей
выбросов и т.д. Примеры подтверждают высокую робастность знако-
вых оценок.

§ 3.2. Знаковое оценивание. Асимптотическая теория

3.2.1. О роли асимптотической теории. Эта теория иссле-
дует свойства знаковых выводов при большом числе наблюдений. В
этом случае формулы для распределений статистик, их критических
значений, для доверительных границ и т.д. становятся более просты-
ми, чем для малых п. Нам уже пришлось говорить об асимптоти-
ческом распределении критериальных статистик в гл. 2 при обсужде-
нии проверки гипотез. В отношении оценивания асимптотическая
теория состоит из двух основных утверждений: о состоятельности и
об асимптотической нормальности знаковых оценок. Напомним опре-
деления (в той форме, в какой они здесь необходимы). Мы всюду
будем предполагать, что п —* оо.

Оценка вп неизвестного параметра в называется состоятельной,

если вп —• 0 (0П сходится к в по вероятности).
Оценка вп неизвестного параметра в называется асимптоти~

чески нормальной, если распределение случайной величины ^/п{вп-~О)
сходится к нормальному (с нулевым средним и некоторой ненулевой
матрицей ковариаций).

Состоятельность знаковых оценок (в схеме регрессии) будет до-
казана в п. 3.2.2, а их асимптотическая нормальность — в п. 3.2.3.



Ч.Ц § 3.2. ЗНАКОВОЕ ОЦЕНИВАНИЕ. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 81

На практике состоятельность истолковывают как приближенное
равенство вп я в при достаточно большом числе наблюдений п.
Здесь есть две неясности: какое число наблюдений достаточно ве-
лико и какова точность объявленного приближения? Мы уже отмеча-
ли, что первый вопрос не имеет удовлетворительного теоретическо-
го решения. При практическом приложении предельных теорем мы
обычно руководствуемся смесью теоретических, экспериментальных,
эвристических и догматических представлений — в разной пропор-
ции, в зависимости от разработанности предмета. Поэтому в этой
книге мы всюду, когда дело касается вычислений, отдаем предпочте-
ние точным методам либо методам с контролируемой точностью (на-
пример, методу Монте-Карло).

^ Вопрос о точности приближения вп к в, т.е. о величине разности
0п — в, решается с помощью теоремы об асимптотической нормаль-
ности. Зная асимптотическую матрицу ковариаций случайной вели-
чины у/п(вп — в), можно указать для в (а при желании и для линей-
ных функций от в) доверительные множества, которые его содержат.
Асимптотическую матрицу ковариаций для знаковых оценок мы при-
водим в п. 3.2.4. Правда, доверительные вероятности при этом можно
указать лишь приближенно. Считается, что для достаточно больших
п точность .приближения становится приемлемой (см. сказанное об
этом выше). Несмотря на указанные слабости, асимптотические ре-
зультаты составляют традиционную и важную часть статистической
теории.

Представим асимптотические свойства знаковых оценок для схе-
мы линейной регрессии. В отличие от схемы повторной выборки, где
единственным ведущим параметром является число наблюдений, в
схеме регрессии знания только п недостаточно. К количеству наблю-
дений должны присоединиться другие характеристики матрицы пла-
на эксперимента. Это значительно усложняет дело. Ради упрощения
мы рассмотрим только ограниченные планы (т.е. планы, удовлетво-
ряющие условию 2.1.7) и только одинаково распределенные случайные
ошибки. К этим оснрвным предположениям, по мере необходимости,
мы будем присоединять и некоторые другие.

3.2.2. Состоятельность знаковых оценок. Покажем, что
знаковые оценки параметра в в модели (2.1.5) состоятельны при не-
которых условиях на матрицу плана С и распределение ошибок.

Т е о р е м а 3.2.1. Предположим что в модели (2.1.5) случайные
ошибки (2.1.3) независимы, одинаково распределены и их общая функ-
ция распределения удовлетворяет условиям 2.1.1, 2.1.4, 2.1.5. Отно-
сительно матрицы плана С примем условия 2.1.7, 2.1.8.

Тогда знаковые оценки (3.1.1) и (3.1.2) состоятельны.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Истинное значение неизвестного пара-
метра обозначим через 0°, оставив за в смысл переменной величины
(как это понимается в математическом анализе).
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Состоятельность всех знаковых квадратических оценок доказы-
вается одинаково. Поэтому рассмотрим какую-либо одну из них, на-
пример оценку (3.1.1). Сейчас удобно несколько изменить выражение
целевой функции (3.1.1), внедрив множитель 1/п. Затем полезно сде-
лать замену переменных, положив

Тогда вп =0°-И„,где

in = arg min - Y] ( У] c<a sign(& - c,-t)) . (3.2.1)
a-l i=l

Остается показать, что t n —• 0.

Доказательство состоятельности состоит из двух частей.

1. Начинаем с утверждения, что

1 1

- J2 cia sign(U - с<) - Е ( i £ с,а sign^ - cjt)) | - ^ 0 (3.2.2)

для a = 1,.. ., г и любого Т > 0. Доказательство этого факта вынесено
в п. 3.2.5 в виде теоремы 3.2.3 о равномерном законе больших чисел.
В силу упомянутой теоремы

arg mm
1*1<т

п

при n —v oo сближается (по вероятности) с

arg mm

при любом значении Т > 0. С другой стороны,

(3.2.3)

(3.2.4)

и своего минимального значения, равного нулю, функция из (3.2.4)
достигает при t = 0 (поскольку .F(O) = 0.5). Более того, для доста-
точно больших п эта точка t — 0 минимума для (3.2.4) единственная,
что мы сейчас покажем.

Предположим противное: существует t ф 0, для которого функ-
ция (3.2.5) равна нулю при каждом « = 1,..., г. Умножив правую
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часть выражения (3.2.5) на ta и просуммировав по а, получим

^ < ) ) = 0 . ( 3 . 2 . 6 )

Легко видеть, что при всяком и G Ж1

u(l-2F(«))O, (3.2.7)
\

а равенство в (3.2.7) при выполнении условия 2.1.5 достигается только
при и = 0. Поэтому (3.2.6) может быть равно нулю только в том

случае, когда с,< = 0, г = 1,..., п. В этом случае
4 «.=1

следовательно, tT(—CTC)t = 0 для данного t ф 0.. При достаточно
\п 1

больших п это противоречит условию 2.1.8.
Таким образом, (3.2.3) сходится к 0 по вероятности при п - ю о и

любом Т > 0. Отсюда следует, что для любого Т > 0

. 1 г • п

2. Покажем, что существуют такие а > 0 и Т > 0, что с вероят-
ностью, сколь угодно близкой к 1,

1 11=1

для достаточно больших п, если \t\ > Т. Тем самым будет доказано,
что минимум выражения (3.2.1) при достаточно больших п с вероят-
ностью, сколь угодно близкой к 1, лежит внутри некоторого компакта
|*| ^ Т. В соединении с результатом первой части неравенство (3.2.8)
Доказывает состоятельность знаковой оценки.

Докажем (3.2.8). Рассмотрим вектор <p(t) = (<pi(t) 9?r(*))i где

1 "
= - Е

' i

Введем единичный вектор т = t/\t\ и покажем, что существуют а > 0
и Г > 0 такие, что для достаточно больших п с вероятностью, сколь
угодно близкой к 1, для |<| > Т
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т.е. покажем, что

Из этого неравенства и неравенства Коши—Шварца будет следовать

(3.2.8). Заметим, что

(c,-<)sign(ci<-&) = М | , если |c,-t| > |6l-

Воспользуемся неравенством \А + В\ > \А\ - \В\ И запишем цепочку

соотношений

> \ Е \*\-\ Е м =
{i-\cit\>\d\} {i:\c(t№Si\}

l£*\-l Е
{i|t|<|ft

Оценим сверху второе слагаемое в правой части (3.2.10). Заме-

тим, что для любого R > 0

\dt\ I(\at\ ^ |6|) ^ R 1(|6| < R) + |ci

Выберем R так, чтобы

7 = 1 - 2 Р { | б | > Я } > 0 .

В результате для второго слагаемого в правой части (3.2.10) получаем

оценку

I E
{i|iK| ,=1

В силу условия 2.1.7 и по закону больших чисел правая часть (3.2.И)

при п —у оо есть

Воспользовавшись этим, продолжим (3.2.10) и получим, что для лю-

бого е > 0 с вероятностью, сколь угодно близкой к 1, для достаточно
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больших п

1 П

> _0 R РЛА1 < R\ 4- (1 — 9РЛА1 ъ. РТЛ— \ \r-tl — е С\0 Л0\
• п *rf

При условиях 2.1.7, 2.1.8 мы имеем

|, (3.2.13)

а также

i 1 4 1

где к — некоторое положительное число. Следовательно, при доста-
точно больших га

, п ,

> | | < | 2 . (3.2.14)

Из (3.2.13) и (3.2.14) следует, что для достаточно больших п

• £?\*\- (3-2.15)
»=1

Вернувшись к (3.2.12), мы получаем с учетом (3.2.15), что при
достаточно больших га со сколь угодно близкой к 1 вероятностью

- U)| > *1*1 - 2Я Р Ш <Щ~е, (3.2.16)

где к = —-(1—2Р{|^,| > R}). Вернувшись к (3.2.9), отсюда получаем

для достаточно больших |<| и достаточно больших га, что

со сколь угодно близкой к 1 вероятностью, что и требовалось доказать.
Состоятельность знаковой оценки (3.1.1) доказана. •
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3.2.3. Асимптотическая нормальность знаковых оценок.
Покажем, что при некоторых предположениях о распределении слу-
чайных ошибок (несколько более сильных, чем в теореме 3.2.1) зна-
ковые оценки (3.1.1), (3.1.2) или основанные на других квадратичных
знаковых статистиках асимптотически нормальны. Для всех таких
знаковых оценок исследование проводится одинаково, и все они име-
ют одинаковые асимптотические распределения. Поэтому выберем
какую-либо одну из них. Например, оценку (3.1.1). Будет доказана
следующая теорема.

Т е о р е м а 3.2.2. Предположим, что в модели (2.1.5) случай-
ные ошибки (2.1.3) независимы, одинаково распределены и их общая
функция распределения удовлетворяет условиям 2.1.1, 2.1.2, 2.1.6.
Относительно матрицы плана С примем условия 2.1.7, 2.1.8.

Тогда знаковая оценка (3.1.1) представима в виде

(3.2.17)

где С — (Cif-Xn)T, Ci = siga&i "*<»£ что случайные величины
Ci, г = 1,...,п, независимы и P{Q = 1} = Р{£,- = —1} = 0.5. От-
сюда следует, что знаковая оценка 9„ асимптотически нормальна

с параметрами в0 и г И " 1 . В качестве асимптотической
(2/(0))2

матрицы ковариаций можно взять также *• \—СТС) •
(2Д0)) 2 \п >

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы уже доказали (теорема 3.2.1),

что в этих условиях вп -£-* 0°. Изучим более побробно характер этой
сходимости. Сделаем замену переменных, положив т = ^/п(в — в0)-

При такой замене в„ = в0 + —?=?„, где

?„ = argrmn ± (^Ec i a s i

Доказательство асимптотической нормальности тп состоит из
двух частей. Сначала (пункт 1°) покажем, что для любого 0 < у < 1/4

Так как при г = 0 целевая функция в (3.2.19) в силу центральной
предельной теоремы ограничена по вероятности, то

Р{|т„|<пТ}->1.
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Поэтому тп по вероятности эквивалентна

т —

Далее (пункт 2°) мы исследуем т„. Исследование опирается на
теорему 3.2.4 о равномерной линейности, (см. п. 3.2.5), из которой

следует, что

(3.2.21)
где для любого 0 < у < 1/4

sup |w n(r) | -^ 0.

Эта линеаризация целевой функции в (3.2.20) позволяет изучить асим-
птотические свойства тп и завершить доказательство теоремы.

1°. Пусть е € Шг — произвольный вектор единичной сферы § г - 1 .

Положим т = |т |е и умножим скалярно на е вектор

)

Получим, положив а,- = с,е,

щЪ{Ь-!$). (3.2-22)

По неравенству Коши—Шварца

Поэтому для (3.2.19) достаточно показать, что

sup (4=E«,sign(6-^))2^oo. (3.2.24)

Заметим, что относительно \т\ функция (3.2.22) монотонно не воз-
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растает. Поэтому для \т \ ^ тг7

Легко видеть, что

Действительно, Dvn ограничена, а

Evn = — — JL, af f{Ki) ->• -оо.

(Здесь к,- — некоторая точка между 0 и (цп~(1'2~", i — 1,..., п. Так
как /(«,•) -> /(0) > 0 равномерно по г = 1,..., п и для всякого е € S*""1

в силу условия 2.1.8

1 "
— У^ а? —»• e T S e ^ const > О,

то Е«„ -+ -оо.) Из (3.2.25), (3.2.26) заключаем, что

inf

Отсюда следует (3.2.24) и (3.2.19).

2°. Используя (3.2.21), заменим (3.2.20) на

т:t(т:
где добавка о;п(т) равномерно мала (по вероятности) на множестве

{г: \т\ < п 7}. Поэтому при п —»• оо решение задачи (3.2.27) асимпто-

тически эквивалентно решению задачи

Если отвлечься от ограничения \т\ < п1', то решение (3.2.28) есть
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решение системы линейных уравнений

п

^ c , - e ( e i g n & - 2 / ( 0 ) ^ = 0 , а = 1,...,г. (3.2.29)

Чтобы его записать, введем n-мерный вектор £ с координатами £• =
= sign^,-, г = 1,...,ге. Теперь (3.2.29) можно записать в векторно-
матричной форме

) , (3.2.30)

откуда его решение, скажем, т*, есть

Мы уже отмечали в § 2.3, что при условиях 2.1.1, 2.1.7, 2.1.8

случайный вектор —р=С£т асимптотически распределен как iV(0, S).

При этих же условиях величина т£ асимптотически распределена как

и л й

Нас, однако, интересует решение задачи (3.2.28), которая отличается
от (3.2.29) присутствием ограничения \т\ < я 7 . Покажем, что это раз-
личие несущественно. Поскольку т* имеет невырожденное асимпто-
тическое распределение, мы можем выбрать с помощью этого послед-
него постоянную А так, чтобы для достаточно больших п со сколь
угодно близкой к 1 вероятностью выполнялось неравенство \т*\ ^ А.
В этом случае г* становится и решением (3.2.28). А поскольку мини-
мум в (3.2.28) достигается во внутренней точке, т* при этом совпа-
дает с т„. Это завершает доказательство теоремы 3.2.2. •

З а м е ч а н и е . В линейной модели (2.1.1) можно рассматривать
различные параметризации. Например, вектор ! 6 Ь может быть
представлен как

где D матрица размера пх г, т — вектор-столбец из Жг. Существует
некоторая невырожденная матрица, скажем, G (размера г х г), для
которой

D = CG.

Имея две параметрические записи исходной линейной модели (2.1.1),
мы можем получить знаковые оценки как для в, так и для г. Обоз-
начим их через вп и тп соответственно. Из теоремы 3.2.2 следует,
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3.2.4. Асимптотическая ковариация знаковых оценок.
Для построения асимптотических доверительных множеств для в ,
как о том говорилось в п. 3.2.1, надо знать асимптотическую матрицу
ковариаций знаковой оценки вп. Чтобы воспользоваться для этого ре-
зультатами теоремы 3.2.2, достаточно указать состоятельную оценку
для /(0). Мы предложим такую оценку, опираясь на (3.2.21). Пусть
в„ — знаковая оценка 0° в модели (2.1.5) либо иная -у/п-состоятельная
оценка в°,

0п=0°+4=тп.

Выберем произвольный вектор е 6 § г - 1 . Положим а< = Cj e и для
h G Ж1 введем статистику

1 П h

Gn(h) := -= Y]сцsign (ж,- - е,0„ + - ^ = ) .

Умножив (3.2.1) на е, получим, что

j = l

p
причем ор(1) —• 0 равномерно по h, если \h\ < rfl, 0 < 7 < 1/4.
Очевидно,

5(G n ( fc)-G B (-A))=:

Отсюда для (2 /(0)) получаем состоятельную оценку

если положить h = h(n) - п<, у произвольное, 0 < у < 1/4. В
качестве е мы рекомендуем взять собственный вектор матрицы СТС,
которому соответствует наибольшее собственное значение.

3.2.5. Равномерный закон больших чисел* В этом и после-
дующих пунктах мы рассматриваем схему серий, когда элементы
матрицы плана С = ||с<«||, а = 1,..., г, г = 1,..., п, и элементы после-
довательности di, i = 1,..., п, зависят также и от п. Мы, однако, не
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станем отмечать эту зависимость, чтобы не усложнять последующих
формул.

Т е о р е м а 3.2.3. Случайная функция

& + с,-*) - Esign(& + с,*))

переменного вектора t = (ti,...,tr)
T сходится к нулю по вероят-

ности при п —• со равномерно относительно t на любом компакте
\t\ ^ С, где С — произвольная постоянная, т.е. для любого е > О

P{sup \Un(t)\ > е}~> 0 при п -f сю, (3.2.32)
1 1 с

при следующих условиях:
i) иосле^овательиоспги {d{, г — 1,2,..., п}, {с,а, г = 1,..., п},

а = 1,..., г, ограничены, т.е. существует постоянная К > 0 такая,
что

max (\с1{\,\сц\,.. .,\cir\) ^ К;

ii) случайные величины £i,£2> ••• иезависижы, одинаково распре-
делены, и их функция распределения удовлетворяет условию 2.1.4,
т.е. существует такая постоянная L > 0, что

< « } , г = 1,2,...

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пустьу,(<) = sign(&+c,-t)-Esign(£,-+c,-<).
Заметим, что Esign(^i + с,-<) = 1 — 2F(-c,-<). Легко видеть, что
Un(t) —>• 0 по вероятности при любом фиксированном t. Действи-
тельно,

Е(£/„(<))2 = DUn(t) = \

так как

Dsign(& + Cit) = E(sign(& + at))2 - (Esign(& + c,-*))2 < 1.

1 n \ 2

В силу условия теоремы - I ] d 2 < К2, и потому Е(£/„(<))" -^ 0.
"»=i

Отсюда следует сходимость Un(t) к нулю по вероятности.
Теперь докажем (3.2.32). Рассмотрим разбиение пространства W

на конгруэнтные кубы с помощью кубической решетки. Пусть V —
произвольный замкнутый куб из этого разбиения, h — длина его диа-
гонали, Г — конечная совокупность таких кубов, которые покрывают
компакт {t: \t\ < C } .
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Рассмотрим произвольный куб V, V 6 Т. Заметим, что линей-*
ная функция C{t переменного t достигает максимального и минималь-
ного значений на кубе V в некоторых диагонально расположенных
его вершинах. Обозначим эти вершины через щ и А8- соответствен-
но. Поскольку функции sign а; и 1 — 2F(—x) монотонно неубывают по
Ж Е ! 1 , МОЖНО утверждать, что при t 6 V

& -f at) ^ sign(&

1 -2F(-Ci\i) < 1 -2F(-at) ^ 1 -2F(-cnn).

Пусть

j+ _ / ^«' е с л и »̂ > 0 . - _ Г 0)
; ~ 1 0, если di < 0, ' ~ I -d,-,

Теперь при t € V для 1У„(*) можно указать оценки сверху и снизу:

е с л и «̂ > 0
если d{ ̂  0.

\ Е ^ (С1 - 2 ^("С*W)) - ( 1 " 2 ̂ (-с,-А,)))-
1=1

= А\ — А?, + Лз —

Оценка снизу выглядит аналогично:

где

1 "

»=

1 "

ni=l
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^з = ̂  Е 4 ((1 " 2 П-с,А0) - (1 - 2 f (-с,-Л))),

Рассмотрим статистическую сумму А\. Обозначим через
1, • • •)Vk,..., где к = 1,...,2Г+1, вершины куба V. Положим

Теперь

. если т = г/fc,
<Чк = < „

в противном случае.

В силу доказанной выше сходимости в каждой точке, для каждого к

» = 1

Поэтому А\ —> 0. Аналогично можно показать, что А%, А{, А^ —> 0.
Обозначим через £1п событие, состоящее в том, что для каждого V £ Т
величины Ai, A^A[, А£ по абсолютному значению не превосходят 6.
В силу доказанного P{fin} -+ 1 для произвольных фиксированных
h > 0, 8 > 0.

Теперь обратимся к суммам Аз, А^, А^, А[. Заметим, что в силу
условий теоремы

для любого г и для любого куба V G Т. Поэтому \Аз\, \АА\, \АЗ\,
\ЛЦ ̂  2LKh для любого куба V е Т. Выберем Л столь малым, что
2LKh< S.

Вернемся к (3.2.32). Заметим, что

р { sup | СГП(*)| < е ) = Р { maxsup | Un{t)\ < е
1 l*i<:r? i t veTtcv1*1<с

maxsup | Un(t)\

Выберем 6 < e/4. Если произошло событие пп, то для каждого V £Т

snp\Un(t)\<U,
V
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т.е. событие ( sup | Un(t)\ < е\ становится следствием события fin,

а потому
{ sup

W
что и требовалось доказать. •

3.2.6. Теорема о равномерной линейности.

Т е о р е м а 3.2.4. Случайная функция

вектора t = (ti,...,tr)
T сходится к нулю по вероятности при

п —• оо равномерно относительно t, изменяющегося на множестве
{Щ < const-п7}, для произвольного О < j < 1/4, т.е. для любого

Р{ sup |Х„(*) |>е}->0

при следующих условиях:
i) после<?овательиост« {d,-, г = 1,2,...}, {с,а, » = 1,2,...}, г^е

а = 1,..., г, ограничены, т.е. существует постоянная К > 0 такая,
что при всех п

ii) случайные величины ^ , г = 1,2,..., независимы и одинако-
во распределены, причем их функция распределения удовлетворяет
условиям 2.1.1, 2.1.2, 2.1.6.

Эту теорему мы часто будем применять в такой форме:

При перечисленных выше условиях i), ii)

( $ ; Т Е Ё
(3.2.34)

где ор(1) сходится к нулю по вероятности равномерно относитель-
но t, \t\ < const • п 7, для произвольного 0 < у < 1/4.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство теоремы состоит из
двух этапов. Сначала (пункт 1°) мы доказываем сходимость к нулю
в каждой точке; доказательство равномерной сходимости составляет
пункт 2°.

1°. Возьмем в 1 Г куб с центром в начале координат, ребро ко-
торого имеет длину Сп7, 0 < у < 1/4. Разобьем этот куб на более
мелкие конгруэнтные кубы с помощью кубической решетки. Длину
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диагонали этого разбиения h = h(n) —• 0 будем выбирать далее в за-
висимости от п. Пусть V = V(T) обозначает такой произвольный
малый куб, т — его центр. Пусть Т = Т(п) обозначает множество
таких центров. Для доказательства равномерной сходимости доста-
точно показать, что

Р | sup sup |-ХТ„(*)| > е} —»• 0 при п —»• оо.

Ясно, что

Р | sup sup . ^ „ ( i ) ! ^ } ^

sup Xn(t)>e} +

Xn(t)<-e\. (3.2.35)

Число слагаемых в каждой из двух сумм есть 0(п 7 ГЛ~ г).

Оценим сверху р { sup Xn(t) > е\ и р { inf Xn(t) < -e\
"•t6V(r) J >-t6V(T) J

и покажем, что правая часть (3.2.35) стремится к нулю. Для это-
го достаточно получить для этих вероятностей равномерную оценку
сверху видао((га7ГЛ~г)~1). Поскольку исследование каждой из упомя-
нутых вероятностей проходит одинаково, рассмотрим только первую
из них.

Заметим, что линейная форма (от переменных ti,...,tr) с,* =

= ^2 ciata достигает на кубе V(r) своих максимального и минималь-
l

ного значений на некоторой паре диагонально расположенных вершин.
Обозначим их через щ и А,-. Поскольку sign ж — монотонно неубы-
вающая функция, для * € V ( T ) справедливо неравенство

Представим <Д в виде d,- = df — d,", где

df _ ( di, если di > 0, _ Г 0, если с/,- ^ О,

' ~ I 0, если di < 0, '' ~ I -di, если dt < 0.

Теперь для Xn(t), t £ V(r), получаем оценки сверху и снизу. Оценки
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сверху:

Xn(t) =

+ vs ± di (sign (£ + ^ ) -

(3.2.36)

Обозначим слагаемые в правой части через Ах,А2,А% и
ветственно. Ясно, что

соот-

р{ sup *„(*)> Л

£}. (3.2.37)

Заметим, что в силу условия i) A4 ^ — ^ - K 2 h , и потому при
п

h = /i(n) —»• 0 это слагаемое стремится к нулю. Таким образом, при
достаточно малых h последняя вероятность в (3.2.37) равна 0.

2°. Оценим сверху остальные вероятности. Начнем с А\ и Ач-
Так как их структура одинакова, мы рассмотрим лишь одно из них.
Для другого доказательство проходит аналогично.

По неравенству Чебышева для целого m > 0

(3.2.38)

Оценим \ Положим

щ - щ(т) := sign (& + - sign (& + ~
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и отметим, что случайные величины ш\,.. .,шп независимы. Далее,

ЕАГ = п-»'»£ . . . £ < ...dtjtob ...«,.. (3.2.39)

Для EWJ имеем

}
£ <. < _

где к,- — некоторая точка, промежуточная между —c,/i,/i/n и
~С{т/у/п. Заметим, что Kj —• 0 равномерно по г и всем кубам разби-
ения. Поэтому все /(/с,) могут быть ограничены сверху одной посто-
янной. Поэтому

|Eu{| < const ~ . (3.2.40)

Назовем уровнем произведения w t l . . . o>,-m число различных зна-
чений среди индексов ц,...,im.

Представим (3.2.39) в виде EAf = S ( m) + . . . + S (i), где S ( p),

1 ^ P ̂  1) содержит все слагаемые уровня р. Заметим, что (-—) = —

для любого целого р > 1, и потому Ewf = 2P""1EWJ. В силу (3.2.40) для
EUJJJ .. ,Ш{р из S(p) имеем оценку

lEw,̂  .. ,wip\ < const

Учитывая, что количество слагаемых, составляющих £(р), есть
О(пр), получаем, что

const- ( ^ ) m n " ( ^ ) P - (3-2.41)

Теперь выберем h = Л(тг) так, чтобы h(n) —f 0 и s/nh(n) -+ оо при
п —»• оо. Например, положим Л(п) = п" 1 ^ 4 . Тогда £(р) ^ const .E(m),
и потому в дальнейшем достаточно исследовать сумму S(m), ко-
торая является главным членом в ЕУ1$". ИЗ (3.2.41) следует, что
ЕЛ? < const-hm.

Вернемся к (3.2.35) и вспомним, что количество слагаемых вида

Р { sup Xn(t) > е\, есть величина O(n(rh~r). При выборе h =

= n-1/4 э т а в е л и ч и н а е с т ь offlL.} n$A _. o(n$rj. Мы получим,

4 М. В. Болдин п лр.
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что общая оценка для членов типа ЕЛ™ будет стремиться к нулю при

п -* оо, если выбрать т ^ Зг + 1.

Вероятность Р{Лг > е/4} оценивается аналогично.

Обратимся к Р{Л3 > е/4}. Положим

v>i = w{ - sign (& + -?=] - sign& - 2 / ( 0 ) - ^ -

Оценим Eu>,- и Е|гу,|р, р > 0. Имеем

Еед = Esign (б + 5 1 ) - 2 / ( 0 ) ^ =

В силу условия i) и условия |т | < const • п 7 аргумент —Схт/л/п стре-

мится к нулю, и потому при достаточно больших п попадает в окрест-

ность нуля, упомянутую в условии 2.1.2. Поэтому

где /с,- — некоторая промежуточная точка между 0 и —цт/у/п. При

этом |к,-| ^ \-j=\ ^ c o n s t • п~е> гДе е = х—7 > 0. Продолжая выкладки,
можем записать чтоможем записать, что

Е ^ = 2(/(/с,-)-/(0))^Г.

В силу условия 2.1.6

|Бш,| < 21|/с,-|И < const -n-2£. (3.2.42)
у/П

Обратимся к Ewf. Имеем
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Заметим, что из двух событий

а*>о,«,
может осуществиться только одно, поэтому

(3.2.44)
где «,• было введено выше. Действительно, если —Cit/y/n > О, то поло-
жительна вторая из этих вероятностей. При этом в силу условия 2.1.2

Если же —Cit/y/n < 0, то положительна первая из этих вероятностей.
При этом она равна

Р --^=<6

С учетом (3.2.44), условия i) и условия 2.1.6 при выборе |<| ^ const • п7

из (3.2.43) следует, что

Ewf < const -n"2£.

Поскольку случайные величины Wi ограничены, мы получаем отсюда,
что

const • п~2е (3.2.45)

для любого р ^ 1.

Напомним, что

... dimEwh . . . щ„ (3.2.46)

4*
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мы представляем в виде

-1) +••• + S(p) + • • • + £(!)}, (3-2.47)

где в S(p) входят те слагаемые из (3.2.46), в которых ровно р различ-
ных значений индексов ii,...,im. Слагаемые в £(р) допускают рав-
номерную оценку сверху величиной const • п~2ср. Число слагаемых в
Е(р) есть О(пр). Поэтому

|£ ( р ) | *С const •n-m'nv?n-2€P. (3.2.48)

Ясно, что главным членом (в силу оценки (3.2.48)) в (3.2.47) является
Е ( т ) , и потому

< const • пт^~4£У2. (3.2.49)

При этом 1—4е < О, ибо 1 -4е = 47 — 1 и 7 < 1/4 по условию теоремы.
Ранее, при обсуждении (3.2.35), мы отмечали, что нам нужны та-

кие оценки, которые стремятся к нулю и после умножения на n7rh~r •
При сделанном выборе h = n" 1 / 4 это тг7 Г + г/4. Очевидно, что за
счет выбора достаточно большого т можно добиться того, чтобы
п-уг+г/4 _^ о. А именно, надо взять га таким, чтобы было выполне-
но неравенство

. 4 7 - 1 I J . . , \ ) < Q

47 + 1
или т> г ———г-. Доказательство теоремы завершено. •

2(1 — 47)

3.2.7. Асимптотическая мощность знаковых критериев.
Вернемся к знаковым критериям гл. 2 для проверки гипотез (2.2.1) или
(2.2.2) в модели (2.1.5). Теорема о равномерной линейности позволяет
судить об их мощности при большом числе наблюдений, если принять
предположения о матрице плана и распределении ошибок, сделанные
в формулировке теоремы 3.2.4. Рассмотрим альтернативы, близкие к
гипотезе Но: в = 0, а именно: пусть

в = т/у/п, (3.2.50)

где т = (тц,..., т г ) т , | т | < const. Рассмотрим для таких в знаковые
критерии (2.2.18) и (2.2.21). Статистика критерия (2.2.18) в форме
(2.2.19) представляет собой скалярный квадрат вектора

По теореме 3.2.4 о равномерной линейности
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где С = «1, • •., С ) Т и С." = sign&.
Следовательно, при близких альтернативах статистика критерия

(2.2.18) асимптотически распределена как квадрат нормального ве-
ктора JV(Sr,£). Статистика критерия (2.2.21) с учетом (3.2.51) и
(3.2.52) асимптотически эквивалентна

Аналогично (2.3.8) асимптотическое распределение этой случайной
величины есть хи-квадрат с г степенями свободы и параметром не-
центральности

-тт(СтС)т = —F=CT

или T T S T .

3.2.8. Функция чувствительности. В гл. 1 мы уже обсужда-
ли роль функций влияния и функций чувствительности для описа-
ния устойчивости статистических процедур по отношению к выбро-
сам (грубым ошибкам). Используя асимптотические результаты этой
главы, мы вычисляем функцию чувствительности (по Тьюки) для
знаковых оценок.

Предположим, что в схеме (2.1.5) к наблюдениям ж,-, где ж,- =
= с,-0 ° +£i} i= I , . . . , п, присоединена еще одна точка с координатами
(Ь, у), где Ь — (bi,..., bn)

T, у — Ьтв° + г] и Ь и т) фиксированы. Пусть
вп обозначает знаковую оценку (3.1.1), а 0^+1 — знаковую оценку,
полученную тем же способом и по тем же наблюдениям, но с при-
соединением к ним точки (Ь, у). Теперь чувствительность знаковой
оценки (3.1.1) как функции от (6, г}) равна

(3.2.53)

Предположим, что выполнены условия теоремы 3.2.2. Покажем, что
в этом случае при п —• оо

0 ( 1 ) - 1

 Р(1). (3.2.54)

Сделаем замену переменных г = у/п (в — 9°). Пусть

?„ =
Рассуждая так же, как при доказательстве теоремы 3.2.2, можно пока-
зать, что т„*+1 по вероятности асимптотически эквивалентна решению
системы

+ Ьаsign^ - - L * T ) = 0, (3.2.55)
\ y/n / V"J2~
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а = 1,..., г. Отсюда с учетом (3.2.29)-(3.2.31) получаем, что

При переходе от (3.2.55) к (3.2.56) мы учли, что при г\ ф О

sign(jj рЬ тт„*+ 1) -^-* sign?;, так как случайный вектор т*+1 огра-

ничен по вероятности. Подставляя (3.2.56) в (3.2.53), получим требу^

емое (3.2.54). •

§ 3.3. Сравнение оценок

3.3.1. Как сравнивают оценки. Многие методы могут при-
меняться для оценивания параметров линейных моделей. Мы обсу-
дим здесь лишь некоторые наиболее известные из них. Мы ограни-
чимся теми методами, которые (подобно знаковым) можно применять
и тогда, когда распределение случайных ошибок неизвестно. (В от-
личие от метода наибольшего правдоподобия, например.) Свойства
этих методов нас будут интересовать преимущественно в сравнении
со свойствами знаковых оценок.

Говоря о статистическом оценивании параметров, имеют в виду
две задачи. Первая — вычисление (на основании имеющихся наблю-
дений) приближенных значений для этих параметров. Это задача
точечного оценивания. Вторая — построение таких областей (мно-
жеств) в пространстве параметров, которые с гарантированной ве-
роятностью содержат в себе («накрывают») истинное значение па-
раметра. Вероятность такого накрытия называют доверительной
вероятностью, само случайное множество — доверительным мно-
жеством, а весь подход в целом — доверительным оцениванием. Ко-
гда доверительная вероятность близка к единице, истинное значение
практически достоверно принадлежит доверительному множеству.

Говоря вообще, точечные оценки и доверительные множества для
неизвестных параметров получают разными путями. Поэтому напря-
мую они не связаны друг с другом. Если же точечное и доверитель-
ное оценивание осуществляются в рамках общего подхода (например,
такого, как знаковый), то доверительные множества формируются
вокруг точечных оценок. Размеры и формы доверительных множеств
в этом случае позволяют судить о том, какая точность достигается
при точечном оценивании: чем уже доверительные множества, тем
выше точность оценивания. Эта точность, естественно, зависит в
первую очередь от свойств статистических ошибок, но также и от
выбранного метода оценивания. Возможность дополнить точечную
оценку доверительными множествами очень важна: оценка как при-
ближенное значение мало полезна на практике, если остается неясной
достигаемая при этом точность. Если же мы можем последователь-
но построить доверительные множества с несколькими различными
доверительными вероятностями, то их размеры и формы дадут нам
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наглядное представление об этой точности. Подчеркнем, что мы гово-
рим о доверительных множествах, доверительные вероятности для ко-
торых известны точно (при выполнении модельных предположений).
Асимптотические доверительные множества (когда объем наблюде-
ний стремится к бесконечности) построить для параметров линейной
модели относительно несложно. Для этого достаточно иметь какую-
либо асимптотически нормальную оценку. Широкий класс таких оце-
нок составляют, например, М-оценки Хубера. (см., например, [36,
73; 42, 81], и М-оценки включают в себя, в частности, оценки наи-
меньших квадратов и оценки наименьших модулей. Наши знаковые
оценки из § 3.1 тоже являются М-оценками.

Точное доверительное оценивание при конечных объемах данных
является более трудным делом. Для линейных моделей точные дове-
рительные множества хорошо известны, когда ошибки распределены
по нормальному закону. В непараметрической постановке мы показа-
ли в § 3.1, как это можно делать с помощью знаковых тестов. По своим
математическим основаниям и возможностям ближе других к знако-
вым методам стоят методы ранговые и знако-ранговые (см., например,
[38, 76; 41, 79; 103]). Ранговые и знако-ранговые методы тоже позволя-
ют получать для неизвестных параметров доверительные множества,
хотя с вычислительной точки зрения ранговые методы сложнее, чем
знаковые. Для ранговых методов теоретически корректные результа-
ты получаются только если случайные ошибки непрерывно и одина-
ково распределены. Для знаковых методов это требование не необхо-
димо. Для знако-ранговых методов к сказанному о ранговых методах
надо добавить еще одно: предположение о симметрии в распределе-
нии ошибок. Понятно, что чем больше предположений, тем больше и
шансов на то, что некоторые из них на деле окажутся невыполненны-
ми. В таком случае все выводы, сделанные в этих предположениях,
оказываются сомнительными. Поэтому чем меньше предположений о
свойствах ошибок мы принимаем, тем надежнее наши результаты.

Области применимости упомянутых методов доверительного оце-
нивания не совпадают. Уже поэтому нельзя сказать, что один из
них превосходит другие. Но даже тогда, когда применимы какие-то
два способа доверительного оценивания, их результаты оказывают-
ся столь различными, что сравнить их не удается. Положение пол-
ностью аналогично сравнению статистических тестов: по своей мощ-
ности один из них редко превосходит другой равномерно.

Точечное оценивание как вычисление приближенных значений
для неизвестных параметров и их функций представляет собой объект
Давних усилий. Как статистический метод оно восходит ко време-
нам Лапласа и Гаусса (см., например, [107]). Поэтому не приходится
Удивляться, что разнообразие методов точечного оценивания велико.
Далее мы будем сравнивать точечные знаковые оценки с некоторыми
наиболее известными: оценками наименьших квадратов и наимень-
ших модулей и ранговыми оценками.

Чтобы понять, какой из методов оценивания дает лучшие резуль-
таты, надо сопоставить получаемые оценки как случайные величины.
Более точной будет та из оценок, распределение которой окажется бо-
лее сконцентрированным около истинного значения. К сожалению, с
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этих позиций распределения оценок обычно оказываются несопостави-
мыми. Поэтому не удивительно, что при конечном числе наблюдений
наилучшего способа оценивания не существует.

В асимптотической постановке сравнение методов оценивания все
же оказывается возможным. Познакомиться с асимптотической тео-
рией оптимальности можно по многим источникам. Мы рекомендуем
книгу [19], отражающую современные взгляды на методы асимптоти-
ческого сравнения точечных оценок и [19, гл. 6] или [16, гл. 2]. Впро-
чем, наши сравнения знаковых и других оценок не потребуют сложной
теории, поскольку мы ограничимся лишь вычислениями асимптоти-
ческой эффективности знаковых оценок относительно некоторых дру-
гих.

Для всех разумных методов оценивания типично, что оценки па-
раметров асимптотически нормальны при увеличении числа наблю-
дений. Точнее, при увеличении объема информации, так как поми-
мо числа наблюдений многое зависит от плана эксперимента. Чтобы
упростить свою задачу, мы будем предполагать, что планы экспе-
риментов удовлетворяют условиям 2.1.7, 2.1.8. При таких предпо-
ложениях число наблюдений п становится единственной ведущей пе-
ременной. Мы рассматриваем сейчас поведение оценок параметров
линейной модели при п —• оо.

Ниже мы дадим некоторые сведения о ранговых оценках (п. 3.3.2)
и об оценках наименьших модулей и наименьших квадратов (п. 3.3.3).
Знако-ранговые оценки по свойствам близки к ранговым. По этой
причине и потому, что для их корректного применения необходима
симметрия в распределении ошибок (что весьма ограничительно), мы
о них говорить не будем.

3.3.2. Ранговое оценивание. Напомним, что рангами элемен-
тов произвольной конечной совокупности называют те номера, кото-
рые получают элементы этой совокупности после ее упорядочения по
какому-либо определенному правилу. Числовую совокупность можно,
к примеру, упорядочить по возрастанию, от меньших чисел к боль-
шим. При таком упорядочении ранг 1 получает наименьшее из чи-
сел, ранг 2 — наименьшее из оставшихся (после удаления элемента
с рангом 1) и т.д. Именно такие ранги мы будем иметь в виду в
последующем изложении, хотя бывают полезны и другие упорядоче-
ния (т.е. другие ранги). Математическая теория предполагает, что
среди чисел нет совпадающих. На практике совпадения обыкновен-
ны. Обычно всем совпадающим (одинаковым) числам приписывают
общий средний ранг (см., например, [94] или [41, 79]).

Ранги совокупности щ, «2,. •., и„ мы будем обозначать как i?(«i),
#(«2), • • •, R(un). Заметим, что ранги не изменяются при переходе от
совокупности щ,и2, ...,«„ к «! + с, «2 + с, ...,«„ + с, где с — произ-
вольное число, или к кии kuz,..., кип, где к > 0. Эти свойства рангов
обуславливают возможности ранговых методов в анализе линейных
моделей, о чем мы еще будем говорить определеннее позже.

Ранговое оценивание и другие ранговые правила в случае линей-
ных моделей основываются на рангах видимых остатков. Прежде чем
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определить их формально, полезно выбрать форму для линейной мо-
дели (2.1.1) или (2.1.5), наилучше приспособленную для ранговых ме-
тодов. Мы примем линейную модель в виде

(3.3.1)
о=1

It

считая, что 2 J be = 0 для каждого а = 1,..., г. При асимптотическом

анализе (когда п —• со) для матрицы ||с<а | | из (3.3.1) мы сохраняем
условия 2.1.7, 2.1.8. Упомянутые видимые остатки в модели (3.3.1)

aaea, z ' = l , . . . , п,

считаются функциями переменных во,в^,. ..,$,.. Ясно, что их ранги

не зависят от в0 и равны R\Xi — ̂ с , - а 0 а ) , г = 1,...,п. Поэтому
а=1

параметр во (параметр пересечения, как иногда говорят) не может
быть оценен с помощью рангов. Так отзывается потеря информации,
которая происходит от замены наблюдений их рангами.

Анализ модели (3.3.1) производится с помощью линейных ранго-
вых статистик

]Г cia an (R(X{ - до - ] Г cia6a) J, а = 1,..., г,

где ап(1), а„(2),..., а„(п) — достаточно произвольная последователь-
ность чисел. Числа а„(1),..., ап(п) называют метками. Обычно в
качестве меток ап(к), к = 1,.,., п, рассматривают либо

о„(*) =

либо

ап(к) = <<>(•—-у), к = 1,...,п,

где <р(.) — неубывающая функция, заданная на отрезке [0,1]. Через

vh>,vtf\...,v^ обозначены порядковые статистики, полученные по
выборке объема п из равномерного распределения на отрезке [0,1].

Метки ап(к) следовало бы выбирать, сообразуясь с распределе-
нием случайных ошибок: для каждого распределения есть свои, наи-
более подходящие метки. На практике это неосуществимо, посколь-
ку распределение ошибок неизвестно. (А будь оно известно, не при-
шлось бы прибегать к непараметрическим методам.) Часто исполь-
зуют так называемые нормальные метки (они оптимальны, когда
ошибки распределены нормально), еще чаще уилкоксоновские (когда
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ап{к) = к/(п + 1)). Вычисления с ними особенно просты. Для уилкок-
соновских меток составлены таблицы распределений многих ранговых
статистик (см., например, [94] или [41, 79]).

Ранговые оценки в\,...,в* параметров в\,...,вг определяют как
решение, например, такой экстремальной задачи

(

Отметим попутно, что статистика из (3.3.2) может служить и
для построения доверительных множеств для истинных значений
0° = (#£,...,0°)т — так же, как это мы делали выше для знако-
вых статистик.

Мы уже говорили, что ранговые методы применимы лишь в слу-
чае одинаково распределенных ошибок. Относительно этого общего
распределения, функцию которого обозначим через F(.), и относитель-
но меток а„(г) далее предполагается, что:

1) существует абсолютно непрерывная плотность /(я) = F'(x) и
ее производная /'(ж);

2) конечна информация (по Фишеру)

3) метки an(i) имеют вид либо

либо

где Un < Un < . .. < Un

n' обозначает вариационный ряд, построен-
ный по выборке объема п из равномерного на [0,1] распределения;

4) функция меток tp(.) невозрастающая, интегрируемая с квадра-
том на [0,1], не являющаяся постоянной.

Теперь мы можем сформулировать результаты об асимптоти-
ческой нормальности ранговых оценок в модели (3.3.1) при п -»• оо,
как они даны в [75].

При сделанных выше предположениях о плане эксперимента, о
метках и о распределении случайных ошибок вектор в* ранговых
оценок:

1) распределен асимптотически по закону
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где в0 — истинное значение параметра,

I1 I _\2 _ f1

Jo ^ ' Jo

7= Г <p(F{x))f\x)dx]
J—oo

2) все решения задачи (3.3.2) асимптотически эквивалентны в
том смысле, что для любых решений в' ив"

у/п(в' - в") -£+ О при п -> оо.

3.3.3. Оценки наименьших квадратов и наименьших мо-
дулей. По-видимому, это наиболее известные и издавна применяемые
методы оценивания, особенно метод наименьших квадратов. Этот ме-
тод нередко приписывают Гауссу, который его действительно успеш-
но применял. Сам Гаусс говорил о нем как об уже известном.

Оценки наименьших квадратов в линейной модели определяются
как решение экстремальной задачи

п

Е / д\ I. „.;«, /о *> о\

[XI — Civ) = = ? ' ГОШ. IO.O.O)

Для решения, которое обозначим в, есть явная формула:

9=(СТС)~1СТХ. (3.3.4)

К предположениям о независимости и одинаковой распределенности
ошибок обычно добавляют условия

Е& = 0, о-2 := Е£,2 < оо.

Тогда при условии 2.1.8 о матрице плана оценки (3.3.4) состоятельны

и асимптотически нормальны N(6, — 2 " 1 ) . Этот факт столь давно и

хорошо известен, что трудно указать его автора. О свойствах оценок
наименьших квадратов при более общих условиях на матрицу плана
см., например, [63] и [2, 45, гл. 2].

Метод наименьших квадратов самым тесным образом связан с
гауссовскими линейными моделями, т.е. с линейными моделями с
нормально распределенными ошибками. В этом случае оценки наи-
меньших квадратов служат и оценками наибольшего правдоподобия.
Для гауссовских моделей метод наименьших квадратов в определен-
ном смысле наилучший. Он дает наилучшие оценки для параметров,
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позволяет получать для них доверительные множества, проверять ли-
нейные гипотезы и т.д. Нет необходимости говорить здесь об этом ме-
тоде подробнее, так как его изложение в той или иной форме входит
в учебники по математической статистике и отражено в нескольких
монографиях.

Метод наименьших модулей известен столь же давно, как и метод
наименьших квадратов. В частности, Лаплас был его сторонником.
Оценки наименьших модулей определяются как решение экстремаль-
ной задачи

п

£|sBi-Ci0|=>min. (3.3.5)
t=i

Как будет видно, оценки наименьших модулей близки к знаковым
оценкам, если говорить о линейной модели. Оценки наименьших мо-
дулей оказываются оценками наибольшего правдоподобия, если ошиб-
ки подчиняются двустороннему показательному закону. (Иногда та-
кое распределение называют распределением Лапласа.) Для этого
масштабно-сдвигового семейства распределений стандартная плот-
ность вероятности есть р(х) — 0.5 е"'"7'.

Явной формулы, выражающей оценку наименьших модулей (на-
подобие (3.3.4)), не существует. Вообще, в вычислительном отноше-
нии задача (3.3.5) труднее, чем (3.3.3). Минимум в (3.3.5) находят
либо методами линейного программирования, либо итерационно, опи-
раясь на выпуклость целевой функции (см., например, [51] или [23]).

С асимптотической точки зрения знаковые оценки и оценки наи-
меньших модулей эквивалентны. Несмотря на старинное происхожде-
ние метода, асимптотические свойства оценок наименьших модулей
были изучены относительно недавно. Приведем теорему Г.Бассета и
Р.Кенкера [47]; см. также [102].

Т е о р е м а (об асимптотической нормальности оценок наи-
меньших модулей). Предположим, что в модели (2.1.5) случайные
ошибки независимы и одинаково распределены, что их функция рас-
пределения F(x) имеет равную нулю медиану, функция плотности
/(.) непрерывна и положительна в нуле. Относительно матрицы С
примем условие 2.1.8.

Тогда при п -* оо оценка наименьших модулей 9п (3.3.5) асим-
птотически нормальна:

N

или

(° ' (^) f ( C T C r ' ) '
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Мы видим, что, исключал условие 2.1.7, имеющее технический
характер, условия и утверждения этой теоремы совпадают с теоре-
мой 3.2.2 (хотя последняя говорит об асимптотическом поведении зна-
ковых оценок несколько больше).

3.3.4. Асимптотическая эффективность знаковых оценок.
Взглянув на асимптотические распределения перечисленных оценок,
мы видим, что все они (при определенных условиях) гауссовские, что
их асимптотические векторы средних одинаковы и равны вектору ис-
комых параметров и что их асимптотические матрицы ковариаций
пропорциональны. Для знаковых оценок асимптотическую матрицу
ковариаций можно рассматривать как J " 1 , где 3 — фишеровская
матрица информации о векторе в, которая содержится в случайных
величинах sign(a:j — с,-0), г = 1,..., п. Это утверждение легко доказать
с помощью формулы (2.2.15). При этом матрица СТС отражает влия-
ние плана эксперимента, а множитель (2/(0)) — влияние метода оце-
нивания.

Такую же структуру имеют асимптотические матрицы кова-
риаций и многих других оценок. Они пропорциональны матрице

{СТС)~Х, или — И " 1 в условиях 2.1.8. Ее сопровождают скалярные

множители, разные для разных способов оценивания. Такая пропор-
циональность асимптотических матриц ковариаций позволяет (для
больших выборок) сравнивать способы оценивания по их точности
— в тех случаях, когда они применимы одновременно. Действитель-
но, из двух нормальных законов с общим вектором средних тот более
сконцентрирован около общего центра, у которого меньше дисперсия
(матрица ковариаций). Если эти матрицы пропорциональны, их мож-
но сравнить и выяснить, которая меньше. Отношение упомянутых
скалярных множителей для каких-либо двух методов оценивания на-
зывают асимптотической эффективностью одного метода относи-
тельно другого (см., например, [19, § 6.2] или [3, 48, § 4.4.13]).

Сравнение методов оценивания по их асимптотической эффектив-
ности традиционно обсуждается в литературе. Результаты сравнения
зависят от законов распределения ошибок. При этом сравнивать ме-
тоды можно лишь для таких распределений, когда для обоих методов
верны соответствующие асимптотические результаты. Так как упо-
мянутые выше методы оценивания различаются в первую очередь сво-
ими областями корректного применения, их сопоставление по асим-
птотической эффективности имеет ограниченное значение.

Так как знаковые оценки и оценки наименьших модулей асим-
птоически эквивалентны, то все, что известно об асимптотической
эффективности оценок наименьших модулей, оказывается верным и
для знаковых оценок. Можно сопоставить, например, знаковый ме-
тод и метод наименьших квадратов, когда ошибки распределены по

нормальному закону N (о, (гА. Мы получим, что асимптотическая эф-
фективность знакового метода (и метода наименьших модулей) по от-
ношению к методу наименьших квадратов в этих условиях составля-
ет 2/тг. (Это значит, что оба метода дадут одинаковые по точности
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заключения, если дисперсия ошибки при арименении метода наимень-
ших квадратов будет в тг/2 раз больше, чем дисперсия ошибки при
знаковом методе.)

Пусть теперь распределение ошибок двустороннее показательное
с дисперсией <т2. Плотность распределения ошибок в таком случае
равна

стл/2.'

Множитель при {С^С)~г в асимптотической матрице ковариаций

/ 1 \ <г „ -
знаковых оценок при этом равен I ,п. 1 = — . Сопоставляя эту

г2

матрицу с матрицей ковариаций для оценки наименьших квадратов
из п. 3.3.3, мы получаем, что для такого распределения ошибок зна-
ковый метод асимптотически вдвое более эффективен, чем метод наи-
меньших квадратов.

Легко видеть, что асимптотическая эффективность знакового ме-
тода по отношению к методу наименьших квадратов может быть во-
обще сколь угодно велика. Сравним их, например, для ошибок, рас-
пределенных по Тьюки. Это удобная модель для нормальных данных,
засоренных некоторой долей выбросов, т.е. грубых ошибок. Предпо-
ложим, что стандартное нормальное распределение и нормальное рас-
пределение со средним 0 и дисперсией т 2 смешаны в пропорции 1 — £
к е, е > 0. Плотность ошибок при этом равна

дисперсия ошибок а2 = (1 - е) + ег2, (2/(О))2 = - ( l - £ + - ) . Здесь

асимптотическая эффективность знакового метода относительно ме-
тода наименьших квадратов составляет

/ 2 / ( 0 ) \ 2 = 2 1-е + е/т

\ а ) ж 1-е + ет2'

С ростом г она неограниченно возрастает.



Г л а в а 4

ПРОВЕРКА ЛИНЕЙНЫХ ГИПОТЕЗ

§ 4.1. Знаковые критерии для линейных гипотез

Линейной гипотезой в модели (2.1.1) называют гипотезу

Я: l e i * , (4.1.1)

где Li — заданное линейное подпространство, причем Li С JL. В § 4.3
мы рассмотрим несколько наиболее часто встречающихся линейных
гипотез, а сейчас опишем общий метод для их проверки. Фактически
этот метод повторяет принятую в гауссовскои теории схему проверки
линейных моделей.

Рассмотрим дополнение Li до всего подпространства L и обозна-
чим его через £г- Ради некоторых полезных свойств функции мощ-
ности того критерия, который сейчас создается, выберем L2 ортого-
нальным к Li. Теперь L = Li®1.2, I * I L2. Пусть ri = dimLi, r 2 =
= dimL2, r — dimL. Пусть векторы (uia,a2a, • • •>ana)T> <* =
= 1,...,Гц, образуют базис Li; векторы (6î ,62/?»• • •>̂ п/?)3"» Р —
= 1,..., га, образуют базис Ьг. Составим из перечисленных векторов
как из столбцов матрицы A vs. В размеров п х ri и п х г^ соответствен-
но, положив

А = | | atoH, j = l,...,n, a = l , . . . , n ,

В = || M l , i = l n ' /?==1 r 2 -
В силу ортогональности Li и 1.2 справедливо соотношение

АТВ = 0. (4.1.2)

С помощью матриц А и В подпространства Li и 1^ можно предста-
вить в виде .

В этих обозначениях модель (2.1.1) принимает вид

(4.1.3)
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У с л о в и е 4.2.2.

-АТА -> Si > О, -ВТВ -*• S 2 > 0 при п - ю о .
п п

Относительно случайных ошибок примем предположения теоре-
мы 3.2.4 (о равномерной линейности), т.е. условия 2.1.1, 2.1.2, 2.1.6.
При перечисленных условиях с учетом (4.1.2) из теоремы 3.2.4 для
модели (4.1.3) следует (мы запишем вывод в векторной форме), что

J-ATS(£ + 4=А<г + -L

± ±(ATA)<r + un, (4.2.2)= -±=A
у п

eup{K|: \<r\<CiC,

Опираясь на (4.2.2), мы докажем следующую теорему о свойствах зна-
ковых оценок при близких альтернативах.

Т е о р е м а 4.2.1. Предположим, что е модели (4.1.3) случай-
ные ошибки независимы, одинаково распределены и их общая функ-
ция распределения удовлетворяет условиям 2.1.1, 2.1.2, 2.1.6. От-
носительно матриц А и В предположим, что они удовлетворяют
(4.1.2) и условиям 4.2.1, 4.2.2.

Тогда знаковая оценка (4.1.5) при близких альтернативах (4.2.1)
представима в виде

где С = (Сь • • ;Сп)Т, С» = sign& для г = 1,..., п. Эта оценка асимп-

тотически нормальна с параметрами (о, ^(—ATA) J,

/- 1
или

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оно в основных чертах повторяет
доказательство теоремы 3.2.2.

В задаче (4.1.5) сначала рассмотрим область изменения {<т: |<г| ^
^ п-1/2+7 ) о- е ЕГ 1}. Как и при доказательстве теоремы 3.2.2, сначала
покажем, что для близких альтернатив

(

Представим сг € I1"1 в виде «г = |<г|е, где е € S*"1"1 = {е € Ж1*1: |е | =
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а линейная гипотеза (4.1.1) выражается как

Я: т = 0. (4-1.4)

Применим следующее естественное правило для проверки (4.1.4).
Оно будет состоять из трех шагов.

Ш а г 1. Считая гипотезу Я: т = О верной, найдем знаковую
оценку параметра «г:

ап - arg mir^ ^ [^ aia sign(z,- - a,<r)J , (4.1.5)
a=l »=1

где о,- = (a,-i,...,o,>1).
Ш а г 2. От наблюдений ж* перейдем к

Г1

Ж» = Ж. - ^2 ЩсРпа, 1=1,...,П. (4.1.6)

а=1

Вместо Эп в (4.1.6) можно использовать любую знаковую оценку <г,
что не отразится на асимптотических свойствах правила в целом (см.
§ 4.2). _

Ш а г 3, К вектору X ~ (х\,..., %п)
т применим знаковый крите-

рий (2.2,18) для проверки (4.1.4), приняв модель

Х = Вт + $. (4.1.7)

Иначе говоря, гипотеза (4.1.1) отвергается на уровне значимости (при-
близительно) г, если

где qi-s есть (1 - е)-квантиль случайной величины

((
= 1 » ' = 1

Распределение случайных величин £•, % = 1,..., п, определено в (2.3.1).
Вместо статистики (2.2.19), которая была использована в (4.1.8),

можно употребить любую другую квадратичную знаковую статисти-
ку, например (2.2.22). В таком случае шаг 3 заменяется на

Шаг 3'. Отвергнуть (4.1.1) на приближенном уровне значимости
е, если

ST(X)B(BTB)'1B7S(X) > §i_ff, (4.1.10)
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где gi_£ есть (1 - е)-квантиль случайной величины

СТВ(ВТВ)~1ВТС. (4.1.11)

С геометрической точки зрения статистика в (4.1.10) есть

) 2 (4.1.12)

Эта форма представления статистики (4.1.10) позволяет, увидеть
сходство знакового правила (4.1.5), (4.1.6) и (4.1.10) с традиционными
правилами проверки линейных гипотез в гауссовских линейных моде-
лях, которые основываются на ^-отношениях. Статистика (4.1.12)
совпадает с точностью до множителя с числителем соответствующей
^-статистики (при замене видимых остатков их знаками). Мы уже
отмечали это сходство в § 2.3.

Использование (4.1.10) вместо (4.1.8) может упростить проце-
дуру проверки, ибо (4.1.12) можно вычислить, не вводя явно под-
пространство Ьг и его базис (т.е. не вводя матрицу В), так как

| p r o j b 2 5 ( X ) | 2 = | P r o j b 5 ( X ) | 2 - I p r o j ^ X ) ) 2 . (4.1.13)

Подпространства L и JLi, участвующие в формулировке линейной ги-
потезы и линейной модели, обычно бывают заданы явно, и проекции
на них легко вычисляются.

К сожалению, описанные правила проверки линейных гипотез не
являются свободными от распределения (непараметрическими): точ-
ный уровень значимости может отличаться от номинального значения
s. Однако при естественных свойствах матриц А и В и распределе-
нии ошибок истинный уровень значимости (остающийся нам неиз-
вестным) при п —• со стремится к е (как мы покажем ниже). Впер-
вые для ранговых критериев такой метод действий был предложен
Дж.Ходжесом и Э.Леманом (см. [78]).

§ 4.2. Асимптотические свойства знаковых критериев
для линейных гипотез

Изучим асимптотические свойства правил из § 4.1 при альтерна-
тивах, близких к гипотезе (4.1.4). Близкими к гипотезе (4.1.4) мы
будем называть такие альтернативы, когда при п -* оо вектор т в
(4.1.3) принадлежит области

{г: | г | < С п - ^ + П , (4-2.1)

где С > 0 — произвольная постоянная, у фиксировано, 0 < 7 < V4-
Относительно матриц An В примем условия, аналогичные усло-

виям 2.1.7, 2.1.8.

У с л о в и е 4.2.1.

max max | a i a | < К, max max |6,^| < К.
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п

= 1}. Умножим вектор ] ^ a j sign(aij — а,<г) на е. К полученному ска-

лярному произведению применим неравенство Коши:

- ( J ] ( a a e ) s i g n ( & + Ь{т - (а,е)|<г|)) < - ( ^ о , - sign(a;,- - а,о-)) .
»=i i = i •

Положим d{ = а;е и рассмотрим

^п ~ - 4 = Ё d * s i«n(& + Ь'-т - d'-|o-D- (4-2.4)

Так как относительно |<г| эта функция не убывает, своего наи-
меньшего значения в области {а: \<т\ ^ п~1/2+'1'} при фиксированном
е, |е | = 1, она достигает при |<г| = и~ 1 / ' 2 + 7 . Мы покажем, что при

этом Zn —у оо. Так как дисперсия Zn ограничена, для этого доста-
точно доказать, что EZ n —»• оо для близких альтернатив. Имеем для
| < Г | = n V 2

EZn = _ - L

4= 2

где «,• — некоторая точка между 0 и 6,т - ^п" 1/ 2"*" 7. Пусть

wn := max(|«i|,..., |к п | ) , причем шп -* 0. Заметив, что

п

= еТ(У2<*[Ь{)т = 0 в силу (4.1.2), находим

t = i

2

Первое слагаемое в (4.2.5) эквивалентно

+2 ( ( ^ ^

(4.2.5)

Второе слагаемое бесконечно мало по сравнению с первым, так как
по абсолютному значению не превосходит (с учетом условия 2.1.6)

Ы + У" Ш*) п " 1 / 2 + 7 < const -и>„ п\
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Таким образом, для каждого е € S*"1"1 мы получили, что

Zn ^ оо. Рассуждая, как при доказательстве теоремы 3.2.2, нетрудно

показать, что sup Zn —>• оо.
egS'i"1

Обратимся к области {<г: \<т\ < п~ 1 / 2 + 7 } . Пусть s = л/ntr,
\s\ < n 7 . Рассмотрим в этой области экстремальную задачу (4.1.5),
которая теперь имеет вид

~As)\=^ min . (4.2.6)

Обозначим решение (4.2.6) через зп. В силу (4.2.2) решение задачи
(4.2.6) для близких альтернатив эквивалентно решению задачи

-l=ATS(O-2f(0)(-ATA)S =>• min . (4.2.7)

Если отвлечься от условия |s | < п 7 , то решение (4.2.7) есть

Асимптотически (4.2.8) подчиняется нормальному распределению с
параметрами 0 и (2/(0))~ Sjf1. Поэтому для достаточно больших п
этот случайный вектор со сколь угодно близкой к 1 вероятностью
удовлетворяет условию |s*| < n 7 . Следовательно, случайный вектор
s* эквивалентен з„ — решению задачи (4.2.6). При этом значение
целевой функции из (4.2.6) в точке минимума ограничено по вероят-
ности. Мы получили, что sn действительно асимптотически эквива-
лентно точке глобального минимума (4.1.5) (в том смысле, что раз-
ность между ними по вероятности стремится к нулю), когда т удо-
влетворяет (4.2.1). Теорема доказана. •

Теорема 4.2.1 позволяет указать асимптотическую мощность при
близких альтернативах для различных знаковых критериев. Близкие
альтернативы (4.2.1) при этом будет удобнее представлять в виде

{<: \t\<Cn\ <еЖ Г 2 } (4.2.9)

и т = t/^fn.

Т е о р е м а 4.2.2. Для модели (4.1.3) в условиям теоремы 4.2.1
при близких альтернативах (4.2.9) нормированная статистика из
критерия (4.1.8) сходится по вероятности:

±2^ 2 t , S 2 ) ; (4.2.10)
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статистика из критерия (4.1.10) сходится по вероятности:

ST{X)B{BTB)-lBTS{X)^x\A,r), (4.2.11)

где параметр нецентральности

A = 2/(0V< T S 2 <. (4.2.12)

С л е д с т в и е 4.2.1. Реальные уровни правил (4.1.8), (4.1.10)
стремятся к номинальным при п —* оо.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства достаточно
заметить, что в перечисленных условиях теорема 3.2.4 (аналогично
(4.2.2)) дает

~BTS(X) = -±=
у/Tl у/ 71

р
где sup \и>„\ — • 0, и

\\

BS(O-±+N(O,Ti). D

Теорема 4.2.2 позволяет получить полезные следствия и для про-
стых гипотез. В модели (2.1.5) при проверке знаковыми критериями
(2.2.18) и (2.2.21) простой гипотезы # Q : в — в° против близких аль-
тернатив Я: в = в°-\-—= t, |*| < const • n 7 , 0 < 7 < 1/4, мы получаем

аналогичные результаты, заменяя в (4.2.10)-(4.2.12) В и 53г на С и
S соответственно.

§ 4.3. Примеры

П р и м е р 1. (проверка гипотезы об однородности двух выбо-
рок, которые могут отличаться сдвигом). Пусть х\,..., хт и j/i,..., уп

— две независимые выборки. Представим их элементы в виде

Xi = a + Si, i = l , . . . , m , (4 3 1)
vj =b + sjt j = i,. . .,n,

где а и Ь суть медианы распределений, а независимые случайные ве-
личины а,.. ,,ет> £ ь . . .,&> обладают свойством

P{si > 0} = Р{£{ < 0} = Р{$ > 0} = Р{& < 0} = 0.5.
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Обсуждаемая гипотеза однородности сводится к

Н: а = 6. (4.3.2)

Модель (4.3.1) можно представить в виде линейной модели (2.1.5),
если положить

{0),(0, l)}, (4.3.3)

где (1, Of = (^Л, О ц ^ , (0,1)т =
го п т

Участвующее в формулировке линейной гипотезы (4.1.1) линей-
ное подпространство Li порождается вектором (1,1) т . Легко убе-
диться, что ортогональное дополнение Lj до L, т.е. подпространство
L2, порождается, например, вектором m'^l^O) — п - 1 (0,1). В форме
(4.1.3) обсуждаемая задача (4.3.1) имеет вид

(4-3-4)
Уз = <r-- + Zj, з =

а гипотеза (4.3.2) в форме (4.1.4) теперь есть

Н: г = 0. (4.3.5)

Проведем проверку гипотезы (4.3.5) по схеме из § 4.1.

Ш а г 1. Считая г = 0, оцениваем а. Знаковая оценка (г есть

а = med(a;i,..., xm, yu..., уп). (4.3.6)

Ш а г 2. От исходных наблюдений (4.3.1) переходим к

я,-= *,-«?, i = l,...,m,

Уз =Vj-o; з = 1,..., п.

Ш а г 3. К выровненным наблюдениям (4.3.7) как к независи-
мым переменным применим знаковый критерий для проверки (4.3.5)
в схеме

+ i l+
%

Статистика такого знакового критерия есть

х I S i ^ ) 2 (4.3.8)
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Окончательно правило проверки (4.3.2) в модели (4.3.1) выглядит так:
отвергнуть гипотезу об однородности двух выборок (против двусто-
ронних альтернатив сдвига) на приближенном уровне значимости 2а,
если

1 т 1 "

Z ; i £-Z;sign£,---£]sign& >z<*' (4-3-9)

где za — верхняя ЮОа-процентная точка распределения случайной
величины

« ) <«••«>

Здесь случайные величины Ci > • • -i Cm > Ci > • • •> С независимы и одина-
ково распределены, причем

р{6 = 1} = Р { £ = -1} = 1/2.

При больших т и п для (4.3.10), естественно, действует нормальная
аппроксимация N(0,1). Против односторонних альтернатив крите-
рий (4.3.9) необходимо соответствующим образом изменить.

Статистику (4.3.8) можно получить и по методу (4.1.13). Пусть

S(X) = (signal,..., sign xm, sign yu.. .,signynf.

Легко видеть, что

1

jbS(X)|2 =-

| pro j b l

Теперь нетрудно проверить, что (4.1.13) превращается в (4.3.8).
Статистика (4.3.8) по структуре напоминает другие известные

статистики, применяемые для проверки (4.3.2). Например, статисти-
ку Стьюдента (стьюдентово отношение) и статистику ранговых сумм
Уилкоксона.

Критерий Стьюдента можно применять для проверки (4.3.2),
если случайные ошибки в (4.3.1) распределены одинаково и нормаль-
но. В числителе стьюдентова отношения стоит

3=1

От этого выражения (4.3.8) отличается тем, что величины ж», щ за-
менены в нем функциями sign, т.е. знаками.
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Критерий ранговых сумм Уилкоксона можно применять для про-
верки (4.3.2), когда ошибки в (4.3.1) распределены одинаково и непре-
рывно. Традиционная форма статистики Уилкоксона — это

Е
п(т + п + 1)

гапк%

где rank yj обозначает ранг yj среди всех т + п наблюдений из (4.3.1).
Легко видеть, что эта статистика лишь постоянным множителем.от-
личается от статистики

^ n ^ m

— > rank у А > rank ж,-

Эта последняя имеет ту же структуру, что и (4.3.8), с той разницей,
что случайные величины (4.3.7) в ней заменены их рангами, а не зна-
ками. (Заметим, что ранги щ, щ в совокупности (4.3.7) совпадают с
рангами Xiyj в совокупности (4.3.1).)

П р и м е р 2 (параллельность двух линий регрессии). Пред-
положим, что имеются две группы наблюдений, для каждой из кото-
рых справедлива модель простой линейной регрессии. Наша цель —
проверить гипотезу о равенстве коэффициентов наклона. Рассмотрим
упрощенную постановку задачи, когда обе регрессионные прямые про-
ходят через начало координат. В этом случае все необходимые ста-
тистические оценки можно указать явно.

Пусть наблюдаются случайные величины ж*, %, для которых
действуют соотношения

Х{ = as, + £{, г = 1,..., т, ,^^ щ

Здесь а и Ь — неизвестные параметры, значения s\,..., sm, <i,.. .,in
заданы, si,..., em, £i , . . .,£n — независимые случайные величины, ме-
дианы которых равны нулю. Подлежащая проверке гипотеза может
быть выражена так:

Я: а = Ъ. (4.3.12)

Модель (4.3.11) можно представить как линейную модель (2.1.5), если
положить

X = (x1,..,xm,yl,..,ynf, L = L{(s,0)T,(0,t)T},

где

T (O,tf = (О,..., О, * ! , . . . ,*„) .
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Линейное подпространство. Li в представлении гипотезы (4.1.1) по-
рождается вектором (s,t)T = (si,...,9m,ti,...,tn)

T. Ортогональное
дополнение Li до всего L, т.е. подпространство Е,2, порождается
вектором

В новой параметризации, создаваемой этими подпространствами, мо-
дель (4.3.11) приобретает вид

Xi = crsi + T\t\si+ei, i = l , . . . , m , (4 3 13)

yj = <jtj - т\з\Ч; +£j, j = 1 , . . . , n. K ' " '

Соответственно, гипотеза (4.3.12) превращается в

Я: г = 0. (4.3.14)

Применим для ее проверки схему из § 4.1.
Ш а г 1. Считая, что г = О, оцениваем <г. Согласно (1.2.12) знако-

вая оценка а есть медиана дискретного распределения вероятностей,
когда вероятности сосредоточены в точках вида Xi/s,, г = = 1,..., т,
и yj/tj, j — 1,..., п, причем вероятность точки Xi/si пропорциональна
|SJ|, а вероятность точки yj/tj пропорциональна \tj\.

Ш а г 2. Производим выравнивание наблюдений:
Xi = xi~<rsi, i = l,...,m, (4 3.15)
Vj =Vj ~<rtj> 3 = I , . - . , " -

Ш а г 3. Предполагая, что наблюдения (4.3.15) независимы и
удовлетворяют модели

проверяем по этим данным гипотезу (4.3.14). Статистика знакового
критерия согласно (2.1.19) или (2.1.21) имеет вид

1 т 1 "
*""* и sign Si - ттто У ) tj sign Vi •

Окончательно правило для проверки гипотезы (4.3.12) можно
сформулировать так: в схеме (4.3.11) отвергнуть гипотезу (4.3.12)
на приближенном уровне значимости 2а, если

1 "
*J2 E

|*J
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где za — верхняя ЮОа-процентная точка случайной величины

J_fvc. _ J-

в которой Cii • • чСп») Cii • • -)С — независимые случайные величины,
принимающие с вероятностями 0.5 значения +1 и —1.

§ 4.4. Проверка линейных гипотез
в однофакторных и двухфакторных таблицах

4.4.1. Однофакторный анализ {i выборок, которые мо-
гут отличаться сдвигом). Рассмотрим t выборок, объемы которых
обозначим через щ, пг,.. .„щ. Элементы выборки j обозначим через
Xij, i = 1,.. .,n,j, j = 1, ...,<. Примем традиционную модель

*у = А*+— + ««. ( 4 А 1 )
пз

где ii,0i,...,$t — неизвестные параметры, причем

t

0. (4.4.2)

О независимых одинаково распределенных случайных ошибках ец
принимаем основное предположение

P{Sij < 0} = P{eij > 0} = 0.5.

Гипотеза об однородности выборок в принятой модели (4.4.1), (4.4.2)
выражается так:

Я: 01 = . . . = 0, = 0. (4.4.3)

Напомним геометрическую форму модели (4.4.1), (4.4.2), кото-
рая будет полезна в дальнейшем. Наблюдения ху, г = 1,.. .,щ, j =
= 1, ...,*, запишем в виде вектора размерности N = п\ + ... + щ:

-X" = Пжц,...,жП 11,...,«!«,.. .,xnit\\T.

Введем векторы ео, e j , . . . , et той же размерности N:

ео = \\1,...,1\\т,
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Упомянутые в § 4.1 подпространства Li и L2 здесь таковы: Li —
одномерное подпространство, порожденное вектором ео;

Легко проверить, что при условии (4.4.2) соблюдаются условия ор-
тогональности (4.1.2). Применим для проверки линейной гипотезы
(4.4.3) процедуру из § 4.2.

Ш а г 1. Считаем, что гипотеза Н верна. В таком случае в задаче
остается единственный неизвестный параметр ц, знаковой оценкой Д
которого служит медиана всей выборочной совокупности, т.е.

•, x\t,..., xntt).

Ш а г 2. Переходим к выравненным наблюдениям

% = ж.-j - Д.

Ш а г 3. К величинам X{j как к независимым применяем знаковый
критерий в схеме (4.4.1), (4.4.2) для проверки гипотезы (4.4.3), считая
/* = 0.

Чтобы конкретизировать этот шаг, надо выбрать определенный
знаковый критерий. Здесь у нас есть по крайней мере две возмож-
ности (о них уже упоминалось в § 4.1) — критерии (2.2.18) и (2.2.21).
Начнем с критерия типа (2.2.18). Забудем на время о связи (4.4.2),
наложенной на параметры, и рассмотрим t выборок

yfj-J. + eij, i=l,...,nj,

где di,...tet — независимые переменные. Действуя так же, как в § 2.2,
можно (при условиях 2.1,1-2.1.3) получить асимптотическое предста-
вление для правдоподобия статистики знаков

S(Y) =

Оно равно
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где N = щ + ... + Щ. Статистика (2.2.18) знакового критерия макси-
мальной средней кривизны при этом равна

signyiA . (4.4.5)

Нас, однако, интересуют свойства функции мощности (а имен-
но ее средняя кривизна в точке 0 = 0) при наличии связи (4.4.2).
Чтобы найти ее, заметим, что среднюю кривизну можно представить
как сумму средних кривизн на подпространстве, заданном (4.4.2), и
ортогональном дополнении к нему. Последнее подпространство одно-
мерно. Его направляющий орт есть (t'1?2,.. .,t~1^2)T. Рассмотрим
правдоподобие (4.4.5) вдоль этого направления, положив 6j — и/\Д,
j = l,...,m, u g l 1 . Статистика знакового критерия максимальной
кривизны (определяемая коэффициентом при и2) при этом оказывает-
ся равной

1 j=i n i t=i

Теперь статистикой знакового критерия (2.2.18) в схеме (4.4.1), (4.4.2)
для проверки гипотезы (4.4.3) (при ц = 0, как того требуют условия
шага 3) служит разность выражений (4.4.5) и (4.4.6). Окончательно
правило проверки гипотезы (4.4.3) выглядит так:

отвергнуть гипотезу Я (4.4.3) на приближенном уровне значи-
мости а, 0 < а < 1, если

* / 1

j = l Ч ^ ,-=1 j

где qi-a есть верхнее а-значение случайной величины

* / , "J \ 2

( ^ )

Здесь Qj (i — 1,..., rij) j = 1,..., t) — независимые случайные вели-
чины, принимающие значения 1 и - 1 с вероятностями 0.5.

Обратимся теперь ко второй из отмеченных выше возможностей
и выберем для шага 3 знаковый критерий (2.2.21). Как было указано в
(4.1.12),-статистикой этого критерия служит квадрат длины проекции
вектора

| | s ign%| | r , * = 1,...,пу, j = l,...,t,
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на подпространство L2. Эта величина легко вычисляется. Она равна

< / n i t _i * "з

j = l ^ i=l j=l j=i ,-=i

Заметим, что в силу определения /2 как медианы всей совокупности
наблюдений хц

гДе 2i-a — верхнее а-значение случайной величины

t / 1 "i * "i . « \ 2

Поэтому правило для проверки гипотезы (4.4.3) в модели (4.4.1),
(4.4.2) с применением критерия (2.2.21) формулируется так:

отвергнуть гипотезу Я (4.4.3) на приближенном уровне значи-
мости а, если

* /»; ч 2

>9i-<*> (4-4.8)

(4.4.9)

Случайные величины Ctj были определены выше. При больших
"l, ••., п« в качестве qi-a можно использовать квантили распреде-
ления х2 с t — 1 степенями свободы, так как статистика (4.4.8)
при гипотезе асимптотически распределена как хи-квадрат с числом
степеней свободы, равным размерности подпространства L2, когда
Щ,.. .,щ —>• о о .

4.4.2. Двухфакторный анализ. Рассмотрим аддитивную схе-
му действия факторов и план эксперимента с одинаковым числом на-
блюдений при каждой комбинации уровней факторов (т наблюдений
в клетке). Мы уже рассматривали эту схему в § 2.4. Воспользуем-
ся введенными там обозначениями. Анализ двухфакторной таблицы
обыкновенно начинают с проверки гипотезы об отсутствии действия
одного из факторов (отсутствие эффекта обработки), т.е. гипотезы

Я: /?! = . . . = А = 0. (4.4.10)

По схеме § 4.1 проверка гипотезы (4.4.10) начинается со знакового
оценивания остальных параметров и выравнивания наблюдений. Оче-
видно, что знаковая оценка ц + <*,•, г = 1, ...,»*, является медианой всех
наблюдений из строки i, т.е.

(ц + а,-)* = med(xm,..., хцт, хт,...,хцт).
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Поэтому

Щк = «ijfc - (А* + «О*

для всех г, j , к.
На шаге 3 проверки гипотезы используем критерий (2.2.21), ко-

торым и ограничимся на этот раз.
В § 4.1 мы отметили, что эта знаковая статистика совпадает (с

точностью до постоянного множителя) с числителем F-статистики,
которая в гауссовской постановке служит для проверки интересующей
нас гипотезы. Применительно к наблюдениям (2.4.1) F-отношение
для проверки (4.4.10) равно

t-\ T i m

где замена индекса точкой означает результат усреднения по этому
индексу (см., например, [3, 48, § 7.3, В] или [17, § 5.5.3]). Остается
лишь заменить наблюдения хцк на sign ж,- .̂ Для удобства положим

к=1

Теперь правило проверки гипотезы Я (4.4.10) выглядит так:
отвергнуть гипотезу Я (4.4.10) на приближенном уровне значи-

мости а, если

где qi-a — верхнее а-значение случайной величины

(4.4.13)

Относительно независимых одинаково распределенных случайных ве-
личин Cijjb, как всегда, действует предположение

Асимптотически, при т-*оо, случайная величина (4.4.13) распреде-
лена как x2(t~I)- Поэтому при достаточно больших т в качестве qi-a
можно взять соответствующую квантиль распределения хи-квадрат с
t - 1 степенями свободы.
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§ 4.5. Вычисление критических значений
в задачах проверки линейных гипотез

В этом параграфе мы обсудим методы вычисления критических
значений в задачах проверки линейных гипотез и приведем таблицы
таких критических значений при некоторых значениях параметров.

4.5.1. Однофакторный анализ. Мы остановимся на вычисле-
нии критических значений случайной величины (4.4.9).

Пусть Bj,j = 1, ...,<, суть независимые случайные величины,
распределенные по биномиальным законам Bi(n,j, 1/2). Заметим, что
(Ctj + 1)/2 принимает значения 1 и 0 с вероятностями 1/2. Поэтому

Следовательно, (4.4.9) равно

с* = (4.5.1)

Квантильные значения статистики (4.5.1) при малых и умеренных
т

п '•— П {пз +1) можно вычислить точно путем перебора. При других
j=i

п приближенные квантильные значения нетрудно вычислить модели-
рованием распределения случайной величины (4.5.1) методом Монте-
Карло. В табл. 4,5.1 приведены некоторые «хвостовые» верхние зна-
чения q и соответствующие им точные вероятности P{Ct < ?} для
случайной величины (4.5.1) при t = 2, ni = 5,..., 15, пг = 5,..., 15.

Таблица 4.5.1

"1=5, пз=5

па=9

п я =11

Квантили случайной величины (а (4.5.

Я

0.400

1.600

3.600

2.143

3.086

3.810

1.834

2.800

3.968

2.405

2.618

3.823

РКа< ?}
0.656

0.891

0.979

0.859

0.944

0.961

0.861

0.928

0.955

0.865

0.916

0.958

ni=5, Па=6

па=8

Па=Ю

пз=12

1)

q

2.048

2.376

4.376

2.223

2.777

3.723

1.200

2.133

3.333

2.075

3.075

3.529

Р{Са< 9}
0.842

0.915

0.974

0.893

0.913

0.964

0.796

0.901

0.959

0.877

0.937

0.951
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Т а б л и ц а 4.5.1 (продолжение)

Квантили случайной величины £2 (4.5.1)

п2=13

п2=15

П1=6, П2=6

п 2 = 8

п 3=10

и 2=12

п 2=14

"1=7, п 2 = 7

п 2 =9

П2=11

«2 = 13

п 2 =15

П]=8, я а =8

9

2.137

2.492

3.501

1.667

2.400

4.267

0.333

1.333

3.000

2.381

2.881

4.024

2.017

2.817

3.750

1.778

2.778

4.000

1.867

2.752

3.810

1.143

2.571

4.571

2.286

2.683

3.813

2.104

2.773

3.951

1.978

2.848

4.064

2.002

2.771

3.990

1.000

2.250

4.000

Р{Сг< д}
0.858

0.907

0.953

0.841

0.907

0.976

0.612

0.854

0.961

0.893

0.934

0.960

0.871

. 0.922

0.951

0.866

0.935

0.973

0.851

0.922

0.961

0.820

0.943

0.987

0.892

0.919

0.957

0.876

0.918

0.951

0.862

0.907

0.962

0.871

0.911

0.967

0.790

0.923

0.979

712=14

П2=16

ni=6, п 2 =7

п 2 =9

П2=11

П3=13

п 2=15

щ = 7 , п 2 = 8

Пз=10

П3=12

П3=14

П2=16

ni=8, па=9

9

2.033

2.890

3.898

2.002

2.752

3.621

2.117

2.374

3.875

2.178

2.844

3.600

2.228

2.410

3.651

2.116

2.429

3.498

2.305

2.743

3.733

1.905

2.976

3.471

2.101

2.827

3.661

2.256

2.566

3.812

1.524

2.381

3.429

2.242

2.484

3.728

1.729

2.941

3.346

Р{С2« 9}
0.867

0.930

0.966

0.866

0.918

0.950

0.899

0.908

0.969

0.886

0.926

0.958

0.869

0.907

0.960

0.856

0.901

0.954

0.888

0.913

0.954

0.878

0.901

0.961

0.859

0.925

0.953

0.871

0.910

0.961

0.834

0.911

0.957

0.880

0.902

0.952

0.855

0.934

0.951
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Т а б л и ц а 4.5.1 (продолжение)

Квантили случайной величины Сз (4.5.1)

712 = 10

п 2=12

712 = 14

n j = 9 , П 2 = 9

712 = 11

712 = 13

Пэ = 15

nI=10, пз=10

пэ=12

71з=14

" 1 = 1 1 , Пз=11

na=13

па=15

9

2.178

2.500

3.600

2.133

2.700

4.033

2.104

2.864

4.058

0.889

2.000

3.556

2.069

2.766

3.735

2.127

2.741

3.885

2.178

2.500

3.600

0.800

1.800

3.200

1.964

2.933

4.097

2.100

2.743

4.005

1.636

2.909

4.545

2.155

2.798

3.921

2.060

2.719

3.939

0.887

0.903

0.954

0.879

0.917

0.966

0.866

0.910

0.960

0.762

0.904

0.969

0.876

0.901

0.958

0.863

0.917

0.952

0.871

0.901

0.951

0.737

0.885

0.959

0.862

0.926

0.956

0.858

0.916

0.962

0.866

0.948

0.983

0.853

0.922

0.952

0.856

0.913

0.961

7 1 2 = 1 1

71 2 = 1 3

па=15

ni=9, П2=Ю.

П2=12

п 3=14

Па1—16

m = 1 0 , Па=11

па=13

па=15

n i = l l , Па=12

пз=14

На—16

9

2.299

2.766

3.828

. 1.995

2.645

3.875

1.878

2.557

3.623

2.395

2.704

4.126

2.286

2.683

4.063

2.099

2.672

3.877

1.960

2.668

3.738

2.244

2.500

3.825

2.259

2.590

3.901

2.160

2.667

3.840

2.108

2.324

3.563

2.198

2.702

3.740

2.189

2.735

3.779

Р{Сз< 9}
0.884

0.921

0.951

0.859

0.912

0.961

0.855

0.901

0.955

0.860

0.927

0.956

0.886

0.914

0.966

0.869

0.912

0.961

0.858

0.904

0.954

0.859

0.917

0.954

0.884

0.903

0.961

0.879

0.914

0.960

0.861

0.905

0.952

0.879

0.903

0.955

0.870

0.915

0.950

5 М. В, Волдин и др.
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Т а б л и ц а 4.5.1 (продолжение)

Квантили случайной величины Сз (4.5.1)

ni=12, п3=12

па=14

ni=13, па=13

Па=15

711=14, Па=14

ni=15, П2=15

Я

1.500

2.667

4.167

2.289

2.670

3.751

1.385

2.462

3.846

2.216

2.550

3.798

1.286

2.286

3.571

1.200

2.133

3.333

. Р{Сз< 9}
0.848

0.936
0.977

0.867

0.917

0.951

0.831

0.924

0.971

0.868

0.909

0.960

0.815

0.913

0.964

0.800

0.901

0.957

ni=12, п3=13

713=15

тн =13, па=14

71з—16

rai=14, пэ=15

7ii=15, Па=16

9

1.986

3.103

3.450

2.141

2.674

3.919

1.875

2.930

4.220

2.080

2.632

3.830

1.776

2.775

4.099

1.809

2.634

3.884

Р « з < Я)
0.862

0.911

0.955

0.872

0.902

0.955

0.859

0.909

0.950

0.861

0.901

0.952

0.853

0.909

0.955

0.850

0.908

0.954

В табл. 4.5.2 мы приводим «хвостовые» верхние значения слу-
чайной величины (4.5.1) для t > 2 при одинаковых объемах выборок:
п = п\ = .. . = nt.

Т а б л и ц а 4.5.2

Квантили Ct (4.5.1) для п = ni = ... =

<=3, n=2

71=4

71=6

п = 8

Я

1.333

4.000

5.333

2.667

4.667

6.000

3.111

4.000

5.778

4.000

4.333

6.333

Р{<з< Я}

0.719

0.906

1.000

0.832

0.949

0.978

0.850

0.902

0.972

0.858

0.924

0.968

i=3, n=3

п=5

п=7

я = 9

Я

2.667

3.556

6.222

3.733

4.800

6.400

3.429

4.952

6.095

3.852

4.741

5.630

Р{Сз< Я)

0.777

0.918

0.988

0.900

0.943

0.961

0.860

0.950

0.965

0.897

0.921

0.951
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Т а б л и ц а 4.5.2 (продолжение)

Квантили d (4.5.1) для п = п\ = ... = п<

71=10

п=12

п=14

<=4, п=2

п=4

п = 6

п = 8

п=10

<=5, п=2

п = 4

3.467

5.067

5.600

4.222

4.667

6.000

3.619

4.762

5.905

4.000

5.500

6.000

5.000

6.000

6.750

5.833

6.000

7.333

5.375

6.375

7.375

5.200

5.900

7.600

5.600

6.400

8.000

6.800

7.200

9.200

Р « з < 9}
0.869

0.933

0.960

0.893

0.929

0.950

0.851
0.910

0.961

0.758

0.945

0.977

0.874

0.915

0.956

0.891

0.918

0.957

0.864

0.911

0.959

0.853

0.909

0.954

0.834

0.922

0.980

0.889

0.914

0.968

n = l l

n=13

71=15

t=4, n=3

n = 5

n = 7

n = 9

t-S, n=3

n = 5

q

3.879

4.606

6.061

3.897

4.308

5.744

3.733

4.800

5.511

5.333

6.333

6.667

5.400

6.400

7.200

5.143

6.143

7.429

5.667

6.222

7.556

6.400

6.933

9.067

7.040

7.360

8.960

P{<3« 9}
0.872

0.913

0.955

0.872

,0.912

0.956

0.877

0.907

0.951

0.856

0.909

0.961

0.894

0.906

0.959

0.871

0.907

0.952

0.875

0.909

0.953

0.821

0.920

0.973

0.867

0.910

0.963

Табл. 4.5.1, 4.5.2 можно использовать как в задачах однофак-
торного анализа, так и в задачах, сводящихся к ним. Например,
в рассмотренной выше задаче проверки однородности двух выборок
(см. § 4.3, пример 1) нетрудно показать, что статистика знаково-
го критерия (4.3.8) совпадает со статистикой (4.4.8) при t — 2 и
п1 = тп, «2 = п. Значит, критические значения можно выбирать из
табл. 4.5.1.

5 Ф
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4.5.2. Двухфакторный анализ. Случайную величину из
(4.4.13) в задаче проверки гипотезы об отсутствии эффекта обработки
можно записать в виде

Ш*-&*>)'•
3 = 1 3 =

где Bj независимы и распределены по биномиальным законам с па-
раметрами тг и р = 0.5; т.е. ^ ~ Bi(rar, 1/2). Это выражение
совпадает со случайной величиной (4.5.1) при п\ — ... — щ = тг.
Поэтому при проверке такой гипотезы из двухфакторного анализа для
вычисления критических значений можно использовать табл. 4.5.2.

В упоминавшийся пакет Sign включены программы для вычисле-
ния распределений случайных величин (4.4.7) и (4.4.9) при различных
значениях параметров т, щ,..., пт.



ЧАСТЬ II

АВТОРЕГРЕССИОННЫЕ МОДЕЛИ
ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ

Г л а в а 5

ПРОЦЕДУРЫ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ
И НАИМЕНЬШИХ МОДУЛЕЙ
В ПРОСТЕЙШЕЙ АВТОРЕГРЕССИОННОЙ МОДЕЛИ

§ 5.1. Введение

В первой части главы рассмотрена наиболее распространенная
модель стационарного временного ряда — стационарная модель авто-
регрессии, которая в простейшем однопараметрическом случае опре-
деляется стохастическим разностным уравнением

Случайная последовательность {«»•}, удовлетворяющая этому
Уравнению, называется процессом авторегрессии. Случайную после-
довательность {е,} будем предполагать состоящей из независимых
одинаково распределенных случайных величин (н.о.р.сл.в.) с неиз-
вестной функцией распределения. В такой непараметрической ситуа-
ции мы будем решать задачи оценивания неизвестного коэффициента
/? и проверки гипотез относительно /?. Наши выводы будут основы-
ваться на выборке щ,..., ып из строго стационарного решения уравне-
ния авторегрессии. Существование и единственность такого решения
гарантируются предположением |/?| < 1 и моментными ограничени-
ями на величины £,-. Эти вопросы рассмотрены в § 5.2. В § 5.3 мы
изучаем простейшую и наиболее распространенную оценку /3 в ста-
ционарной авторегрессии — оценку наименьших квадратов, а также
свойства основанных на этой оценке тестов. Изучаются фиксирован-
ные и близкие альтернативы.

Многие из асимптотических результатов, справедливых для ста-
ционарной авторегрессии, допускают распространение и на нестацио-
нарный случай. Существует много способов задать нестационарный
процесс авторегрессии, и мы не будем рассматривать в этой книге не-
стационарный случай систематически. Мы ограничиваемся несколь-
кими избранными результатами. В частности, в § 5.4 мы рассматри-
ваем простейшую нестационарную авторегрессию

щ^/Зщ-i + Si, г = 1,2,..., /?€ Ж1, «о = 0

(которая отличается от стационарного случая фиксированным на-
чальным значением «о)- В предположении, что {£,•} — гауссовская
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последовательность н.о.р.сл.в., мы приводим результаты об асимпто-
тическом поведении оценки наименьших квадратов (которая, кста-
ти, совпадает в рассматриваемой ситуации с оценкой максимального
правдоподобия), построенной по наблюдениям щ,...,ип. Эти резуль-
таты совершенно различны в случаях |/?| < 1 (этот случай асимпто-
тически эквивалентен стационарному), |/?| = 1 (критический случай),
|/?| > 1 (взрывная авторегрессия).

В § 5.5 мы возвращаемся к рассмотрению стационарной ав-
торегрессии и изучаем оценку наименьших модулей и связанные с ней
тесты. Асимптотическое исследование мы проводим с помощью рав-
номерных стохастических разложений, но не самой выпуклой целевой
функции, определяющей оценку наименьших модулей (как это обычно
делается), а ее «производной». Аналогичный подход систематически
используется далее в гл. 6 и 7 при изучении знаковых процедур, с
которыми не удается связать никакой выпуклой задачи оптимизации.

В § 5.6 мы изучаем устойчивость оценок наименьших квадратов
и наименьших модулей в стационарной схеме авторегрессии к иска-
жению данных. Мы рассматриваем схему засорения данных незави-
симыми выбросами. В этом случае модель имеет вид

где {zj} — последовательность независимых биномиальных величин
Bi(l, 7)1 7 — уровень засорения; {£,} — последовательность н.о.р.сл.в.,
представляющих собой выбросы; последовательности {«»}, {г?}, {£«}
предполагаются независимыми между собой. Устойчивость оценок,
строящихся по У1,...,уп, мы характеризуем с помощью функциона-
лов влияния и показываем, что оценки наименьших квадратов и наи-
меньших модулей имеют неограниченные функционалы влияния (а
значит, и чувствительности к большим ошибкам) на естественных
классах распределений величин &. Качественно последнее означает,
что эти оценки неустойчивы даже к малой доле больших выбросов в
данных.

Естественная альтернатива простейшей стационарной схеме ав-
торегрессии (наряду с рассмотренной в § 5.4) — нестационарная схема
вида

с коэффициентом /?,-, зависящим от (временного) параметра г. В § 5.7
мы рассматриваем такую схему и строим тесты для проверки гипо-
тезы о постоянстве последовательности {/%}, т.е. гипотезы стацио-
нарности. Мы изучаем мощность тестов при близких альтернати-
вах. Статистики тестов являются функционалами типа Колмогорова
и омега-квадрат от случайных процессов, похожих на рассматривае-
мые в известном принципе инвариантности Донскера—Прохорова.

В этой главе мы рассматриваем главным образом те результаты,
которые понадобятся нам далее в гл. 6 и 7 при изучении знаковых про-
цедур. Мы сознательно оставляем в стороне многие аспекты, в част-
ности, случай неизвестного и, вообше говоря, переменного среднего у
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величин {£»}, случай, когда последовательность {е,} есть последова-
тельность скользящего среднего, и т.д. Далее по ходу изложения мы
дадим ссылки, которые помогут читателю найти подобные результа-
ты в литературе.

Напомним, что все предельные переходы совершаются при
п —*• оо, если не оговорено противное.

§ 5.2. Простейшее стационарное уравнение
авторегрессии и его решения

В следующих двух параграфах этой главы мы будем рассматри-
вать простейшую стационарную однопараметрическую схему авторе-
грессии

щ = /Зщ-!+а, г£%. (5.2.1)

В (5.2.1) {е,-} — невырожденные н.о.р.сл.в. с функцией распределения
G(x) = ¥{ei < х); /3 — неизвестный неслучайный параметр, |/?| < 1.

Нашей целью будет построение непараметрических (т.е. дейст-
венных при неизвестной G(x)) процедур проверки гипотез относитель-
но параметра /? и методов его оценивания. Эти процедуры будут
основаны на выборке uo, ui,. . . , u n из строго стационарного решения
уравнения (5.2.1). Существование и единственность такого решения
гарантируется моментными ограничениями на G(x). Обычно считают
(см., например, [2, 45, § 5.2]), что выполнено

У с л о в и е 5.2.1. Eei = 0, Ее? < оо.

Условие 5.2.1 обеспечивает существование строго стационарного
решения уравнения (5.2.1), которое представимо в виде

. (5.2.2)
j=o

Ряд в (5.2.2) сходится в L2, и это п.н. единственное строго стацио-
нарное решение. Мы докажем похожее утверждение при более слабом
ограничении.

У с л о в и е 5.2.2. E | e i | 1 + A < оо при некотором А > 0.

Л е м м а 5.2.1. При условии 5.2.2 существует п.н. единствен-
ное строго стационарное решение уравнения (5.2.1), представимое в
виде (5.2.2), врачей* ряд сходится в Ь 1 + л .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Величины {щ} из (5.2.2) формально
удовлетворяют (5.2.1). Для сходимости в L1+A ряда (5.2.2) достаточ-
но (в силу полноты Ь 1 + Л ) фундаментальности последовательности
частных сумм

j=0
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В силу неравенства Минковского [44, гл. 2, § 6] имеем при т> п

j=n+l

i=n+i

j=n+l

Итак, соотношение (5.2.2) действительно определяет решение, при-
надлежащее L 1 + A . Его строгая стационарность очевидна. Осталось
проверить единственность. В силу (5.2.1) для любого строго стацио-
нарного решения {«,•} имеем

щ (5.2.3)

В силу строгой стационарности последовательности {«<} и условия
|/?| < 1 имеет место сходимость

Следовательно, в силу (5.2.3) {«,•} представляется правой частью
(5.2.2), сходящейся по вероятности. Поскольку предел последователь-
ности, сходящейся по вероятности, единственен п.н., то лемма дока-
зана. D

Отметим, что если Eei = 0, то лемма 5.2.1 влечет, что E/jUi = О,
а при Д = 1 легко находим и дисперсию

.})2 = Ег 1

2 (1-/? 2 )" 1 . (5.2.4)

Уместно отметить, что случаи А ^ 1 и Д < 1 окажутся существенно
различными для задач статистического анализа, которыми мы будем
заниматься. Эти вопросы будут обсуждаться далее систематически,
начиная со следующего § 5.3.

Здесь же естественно задаться вопросом о минимальных момент-
ных ограничениях на G(x), обеспечивающих существование и п.н.
единственность строго стационарного решения (5.2.1). Близким к та-
ковым является

У с л о в и е 5.2.3. Elog+ \ei\ < оо, где log"1"a? = max(0,logtf).
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Следующий результат заимствован из [111].

Л е м м а 5.2.2. При условии 5.2.3 существует п.н. единствен-
ное строго стационарное решение (5.2.1), представимое скользящим
средним (5.2.2), и ряд в (5.2.2) сходится п.н. абсолютно.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для абсолютной сходимости п.н. ряда
(5.2.2) достаточно, чтобы

lunje,-..,-!1^ < 1 п.н.

Справедливость последнего соотношения в силу леммы Бореля—
Кантелли будет следовать из сходимости ряда

при любом 6 > 0. Последний ряд равен ряду

который сходится в силу условия 5.2.3.
Единственность строго стационарного решения доказывается как

в лемме 5.2.1. Лемма 5.2.2 доказана. D

Существует огромное число содержательных задач из разных
предметных областей (в частности, экономики, управления, гидроло-
гии, геофизики, медицины, обработки звуковых сигналов и изображе-
ний и т.д.), приводящих к схемам авторегрессии и более общим схе-
мам авторегрессии—скользящего среднего. Некоторые ссылки мож-
но найти в обзорной статье [1]; выделим также работы [60, 96, 97,
ПО], где рассматриваются прикладные задачи, приводящие к авто-
регрессионным схемам с бесконечной дисперсией. Систематическо-
му изложению собственно теории статистического анализа процес-
сов авторегрессии—скользящего среднего также посвящено большое
число монографий и статей. Здесь выделим лишь общеизвестные мо-
нографии [2, 45; 5, 57; 37, 74; 13, 83; 84]. Дальнейшие ссылки появятся
по ходу изложения.

§ 5.3. Процедуры наименьших квадратов

Рассмотрим схему авторегрессии (5.2.1) при условии 5.2.1. Пусть
"о, «1» •.., un — выборка из строго стационарного решения (5.2.2). Та-
кое решение существует в силу леммы 5.2.1.

В этом параграфе мы изучим оценку наименьших квадратов не-
известного параметра /?, построенную по «о, «1, • • •> «m а также соот-
ветствующие тесты для проверки гипотез относительно 0.
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5.3.1. Оценка наименьших квадратов. Оценкой наименьших
квадратов параметра /? (будем обозначать ее fin,Ls) называется ре-
шение задачи

п

i - вщ-xf = » inf

или эквивалентного ей уравнения

п

] £ - 0 и , _ О и , _ 1 = О. (5.3.1)
» = 1

Поскольку

«=1

(см. далее соотношение (5.3.6)), то с вероятностью, стремящейся к
единице, решение /?n,.£s уравнения (5.3.1) существует, единственно и
задается соотношением

Следующая теорема устанавливает асимптотическую нормаль-
ность (3n,LS- Ее более общий вариант для векторной авторегрессии
можно найти в [2, 45, п. 5.5.4].

Т е о р е м а 5.3.1. Пусть выполнено условие 5.2.1.
Тогда

MKLS -13) - ^ N(0, alsiP)), (5.3.3)

где <г£5(/?) = 1-/?2.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заменяя в (5.3.2) щ на /?«f_i + е»
получим

Vn(&,LS - /?) = n" 1 / 2 E^Wi-i/f"-1 ^ « f - i ) • (5-3.4)
г"=1 t = l

Из (5.2.1) следует

j ^ щ-1 + n~l £>?. (5.3.5)
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Соотношение (5.2.2) влечет независимость величин щ и {ej, j > i}
(этот факт систематически используется в дальнейшем). Поэтому

J ^ * t n _ i = 0,

и,значит,

п-

Поскольку в силу закона больших чисел

то из (5.3.5) следует, что

j? If , Ee?(l - Z?2)-1 = E^U? # 0. (5.3.6)

В силу (5.3.4) и (5.3.6) для доказательства теоремы достаточно пока-
зать, что

fj (5-3-7)
i=i

Введем величины

Очевидно, при любом к ^ 0 последовательность {е<и,_1,А:, i G Z}
является строго стационарной (/Ь+1)-зависимой последовательностью,

2(*+1)1 _ (
= 0, Ejg(e1«ojb)

2 = ( E e f ) 2 — j ^ - p — * В с и л у

ной предельной теоремы для ^-зависимых последовательностей [2, 45,
теорема 7.7.5]

Zkn := n-^f^em-M " ^ ^*. (5-3-8)

где

Очевидно,
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Далее, если Хкп •— Sn — Zkn, то

- и0к)2 =

V pie-j I = (Ее?) ~л—Ш~ ~+ °> к ~* °°-

Далее нам потребуется следующее утверждение, являющееся пе-
рефразировкой теоремы 7.7.1 из [2, 45].

Л е м м а 5.3.1. Пусть Sn-Zkn+Xkn, п, к = 1,2,... Предпо-
ложим:

1) sup EXf„ —••0, к ~+ оо;
п

2) Zkn — у Zk, п —»• оо;

3) Zk - i - Z, к —* оо.

S n — • ^ , n —*• о о .

Возвращаясь к доказательству теоремы 5.3.1, заметим, что усло-
вия леммы 5.3.1 в нашем случае выполнены. В силу этой леммы (5.3.7)
выполнено. Теорема 5.3.1 полностью доказана. D

Замечательной особенностью оценки Pn,LS является то, что пре-
дельная дисперсия 0£S(/?) = 1 - /З2 свободна от G{x).

Из (5.3.3) следует, что интервал

{в: K,LS ~ п-1/2(1 - Д?,ы)1 / 26-в/2 < в <
K Ш ^ } (5-3.9)

является асимптотическим доверительным интервалом для /? надеж-
ности Х—а, если £i_«/2 — квантиль стандартного нормального закона
уровня 1 — а/2.

Оценка (3n,LS является непараметрической. Интересно сравнить
ее с параметрической асимптотически эффективной по Фишеру оцен-
кой максимального правдоподобия /?n,Mi- Для построения послед-
ней предположим, что G(x) имеет регулярную плотность вероятности
д(х) (см. [18, 59, § 9.1]). Обозначим 1(д) информацию Фишера д(«)
относительно сдвига. Пользуясь марковским свойством последова-
тельности {щ}, легко получить, что совместная плотность величин
ио,щ,...,и„, п > 1 , равна
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где <7и(жо> Р) — плотность щ. Для регулярных д(х) состоятельное ре-
шение /3„,мх уравнения правдоподобия

— \oggn(u0,Ul,...,un,6) =

представимо в виде

V^Wn,ML -0)=

откуда

(5.3.10)

™е °иМ = (1 ~ - 5 2 ) ( % ) E ^ i ) ~ 1 (CM-> например, [18, 59, п. 9.2.3,
пример 9.11]). Из (5.3.10) и (5.3.3) следует, что асимптотическая от-
носительная эффективность (АОЭ) оценки f5n,LS относительно /Зп,мь
есть

Эта эффективность инвариантна относительно /? и параметра мас-
штаба G(x). При G(x) ~ Л^(0,1) eis,ML равна единице и Pn,LS асим-
птотически эффективна по Фишеру.

5.3.2. Тесты наименьших квадратов. Соотношение (5.3.3)
можно использовать для проверки гипотезы Щ: /3 = /?о, беря в ка-
честве тестовой статистики

При Я о и условии 5.2.1 эта статистика асимптотически является стан-
дартной гауссовской. При фиксированной альтернативе Н\ш. /? ф /?о
в силу теоремы 5.3.1 Tn,Ls{Po) расходится к бесконечности и соот-
ветствующий тест состоятелен против Н\.

Интересен вопрос об асимптотической мощности теста со ста-
тистикой Tn>Ls(Po) при альтернативах

сближающихся с гипотезой Но.
При изучении поведения тестовой статистики в случае меняюще-

гося вместе с п параметра авторегрессионной схемы полезна следую-
щая
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Т е о р е м а 5.3.2. Пусть выполнено условие 5.2.1.
Тогда при альтернативе H

(5.3.11)

Прежде чем доказывать теорему 5.3.2, обсудим несколько ее
следствий.

С л е д с т в и е 5.3.1. Если последовательность у/п(/Зп — /?о)
расходится к бесконечности, то это оке верно для Tn,Ls(Po) «> сле-
довательно, соответствующий тест состоятелен против Н\п-

С л е д с т в и е 5.3.2. Если у/п(/Зп — fa) — а + е>(1) для неко-
торой постоянной а, то

(«(1 - /ЗоГ1 '2, !)• (5-3.12)

Будем в этом случае обозначать Н\п через Н\п(а). Итак, при
#1„(а) в случае а ф 0 асимптотическая мощность нетривиальна (т.е.
больше уровня значимости и меньше единицы). В частности, если Но
проверяется на уровне значимости а против альтернативы

Я+(а): /? = /?„ := #> + a n " 1 ' 2 + o{n~ll2), a > О,

то для мощности теста справедливо

РрЛТп&Ш > &-«} -> Ф(а(1 - ft)-1'* - ti-a),

где Ф(х) — стандартная гауссовская функция распределения.
Если о = 0, то асимптотические распределения тестовой ста-

тистики при Но и #1П(0) совпадают, и гипотезы Но и #i n (0) асимп-
тотически неразличимы.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.3.2. При /3 = /Зп

аналогично (5.3.4) получаем

Х^Д £ ) (5.3.13)
i = i «=1

Из (5.2.2) следует, что

так что n~1E^n«f = o(l). Это замечание совместно с соотношением
(5.3.5), в котором следует заменить /3 на /?„, влечет, как при доказа-
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тельстве теоремы 5.3.1

„-*;£>? 2$ EeUl-ffi-i. (5.3.14)

В силу (5.3.13) и (5.3.14) для доказательства (5.3.11) достаточно по-
казать

п
Sn := п-Ч^егЩ-г^N(Q,(Eel)\l-ft)-1). (5.3.15)

oo

Положим u? = Yl Po£i-i- Тогда в силу (5.3.7)
; = 0

l-ffi)-1). (5.3.16)

Покажем теперь, что

Sn - Sn0 = op(l). (5.3.17)

Для этого достаточно показать, что

Efin(Sn - Sn0)
2 = EejB^^o - 4f -> 0.

Действительно, при тах(|/?0|, |/?n |)< 6 < 1

(

Теперь из (5.3.16)-(5.3.17) следует (5.3.15) и утверждение теоре-
мы. •

Уместно отметить, что справедливость (5.3.12) при # i n ( a ) мож-
но установить также с помощью общих результатов для контигу-
альных гипотез, но при несколько более жестких, чем Eei = О,
О < Eel < оо, условиях. А именно, пусть дополнительно G(x) имеет
абсолютно непрерывную плотность д(х) > 0 для всех а; и конечную
ненулевую информацию Фишера 1(д). Тогда (см. [91]) при 0п =
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log ^ b f i - = a Д„(/?о) - \а21{д)ЪРач\ + 6п
1

Здесь РП|/з — распределение вектора наблюдений (ио, щ,..., ип),

Ап{в) = п-1'2 J2 A io g s r ( U s. _ вщ^). (5.3.18)
8 = 1

Таким образом, наблюдения «о, «i, • • •,«« обладают свойством локаль-
ной асимптотической нормальности (ЛАН) (определение см., напри-
мер, в [15, гл. 2, § 2]). Это свойство влечет контигуальность #о и
Hin(a) [И, 67, гл. 6, § 1]. С помощью третьей леммы Ле Кама [11, 67,
гл. б, § 1] и разложения

справедливого при гипотезе Но в силу доказательства теоремы 5.3.1,
получаем: при альтернативе Hin(a) (и перечисленных условиях ре-
гулярности) y/n(/3njLs ~ А>) — асимптотически гауссовская величи-
на с предельной дисперсией <T\S{PQ) и асимптотическим сдвигом,
равным ковариации предельного гауссовского распределения вектора

[y/n(0niLs ~ А))> bg , " ) при Но, которая и равна а, т.е.

MKLS - Pa) ^ N(a,<rls(p0)).

Последнее соотношение эквивалентно (5.3.12).
Мы используем (5.3.12) далее для вычисления АОЭ теста, осно-

ванного на Pn,LS, относительно других тестов.
В качестве примера рассмотрим параметрический асимптоти-

чески оптимальный тест со статистикой

в которой Дп(#) определена соотношением (5.3.18). Такой тест асимп-
тотически эквивалентен тесту отношения правдоподобия. При аль-
тернативе Hin(a) и условиях, обеспечивающих свойство ЛАН,

TnMiW ^y N(a (1(д)ЕРои1)и\ 1) (5.3.19)
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в силу третьей леммы Ле Кама. При гипотезе Но статистика
Tn,ML{Po) имеет асимптотически стандартное нормальное распре-
деление. Из (5.3.19) и (5.3.12) следует, что АОЭ теста, основан-
ного на /3n,LS, относительно теста, основанного на 0п,мь, равная
(f>is(fio)/&мь{Ро)) , есть ezs,ML- Здесь &LS{PQ) И &МЬ{РО) — асимпто-
тические сдвиги (средние) Tn,£s(/?o) и ТП)мх(/?о) при # i n ( a ) . Таким
образом, АОЭ для тестов совпадает с АОЭ для оценок.

Подчеркнем, что все перечисленные для 0n,LS свойства асимпто-
тические. Об оптимальных процедурах, основанных на сериальных
корреляциях, и точных распределениях в гауссовских моделях, являю-
щихся модификациями разностного уравнения авторегрессии (не обя-
зательно первого порядка), см., например, [2, 45, гл. 6; 37, 74, § 3]
и имеющиеся там ссылки. Мы не будем говорить об этом подробно.
Одна из причин этому в том, что постулировать гауссовость в реаль-
ных прикладных задачах часто не очень естественно. Лучше строить
процедуры, свободные от G(x) при конечных п для широкого класса
распределений. Процедуры такого типа знаковые и представлены в
следующих двух главах.

Выделим теперь особо значимость предположения Eef < оо для
асимптотической нормальности y/n(j3ntLs — /?). Известно (см. [111]),
что если G(x) симметрична относительно нуля и выполнено усло-
вие 5.2.3, то л/п(/3П1£з — /?) = Ор(1), однако предельное распределе-
ние y/n(j3n>Ls ~ P) вовсе не обязано быть нормальным. Например,
как отмечается в [111], если G(x) симметрична относительно нуля и

lim xa(l - G(x)) = к > О для некоторого а € (0,2) (в этом случае

не существует конечного Eleil"), то ns(J3ntLS — 0) = ор{\) при любом
S < 1/а.

Аномально высокая скорость сходимости pn,LS к /? при EeJ = оо
объясняется тем, что в этом случае не выполняются достаточные
условия ЛАН и нет стандартной асимптотической границы снизу для
рисков регулярных оценок (см., например, [16, гл. 2, § 11]).

Уместно здесь же отметить, что все сказанное выше относи-
тельно процедур наименьших квадратов в однопараметрической схеме
(5.2.1), остается справедливым и в многопараметрической сэеме. Раз-
ница между однопараметрической и многопараметрической схемами
лишь в технических подробностях. Детальные описания можно най-
ти, например, в [2, 45, гл. 5], где, в частности, рассмотрен случай
ненулевого среднего у величин {е<}. Мы вернемся к оценке наимень-
ших квадратов в многопараметрической авторегрессии в гл. 7.

§ 5.4. Оценка наименьших квадратов
в нестационарной авторегрессии

Рассмотрим нестационарное соотношение авторегрессии

щ=*0щ-1+еи г = 1,2,..., tt0 = 0. (5.4.1)

В (5.4.1) {е,} — последовательность независимых стандартных гаус-
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совских величин, /? € Ш.1. Из (5.4.1) следует, что

ffi-i> »' = 1,2,... (5.4.2)
j=0

В силу (5.4.2) дисперсия щ равна 1 + /?2 + . . . + Z?1'"1 и, следователь-
но, зависит от г при 0 ф 0. Таким образом, последовательность {щ}
нестационарна при /3^0.

Пусть «!,...,«„ — наблюдения, порожденные (5.4.1). Мы не бу-
дем рассматривать нестационарную авторегрессию систематически.
Цель параграфа более скромная — сформулировать и доказать один
интересный результат об асимптотическом поведении оценки наи-
меньших квадратов 0n,LS из (5.3.2) (которая, кстати, является в рас-
сматриваемом случае оценкой максимального правдоподобия). Хотя
рассматривается параметрическая ситуация (распределение последо-
вательности «!,...,«„ является гауссовским с единственным неиз-
вестным параметром /?), нам будет полезен и сам результат, и его
доказательство. А именно, далее в § 6.3 мы сформулируем резуль-
таты о точном и асимптотическом распределении знаковых тестовых
статистик в схеме (5.4.1) в непараметрической ситуации, когда функ-
ция распределения величин £,• неизвестна. Будет полезно сравнить
эти результаты с результатами настоящего параграфа.

Итак, обозначим Jn{fi) информацию Фишера о параметре /3, со-
держащуюся в «1, ...,«„. Легко убедиться, что

( 1 / 1-в2п\
1 /32\ x_p) ( 5 4 3 )

- п ( п - 1 ) , |/?| = 1.

Действительно, совместная плотность величин щ,., ,,ип равна

g(xt,..., х„,/3) = (2тг)-"/2ехр | - - ^(ж,- - /?a;<_i)2}, ж0 = 0.

Следовательно,

Отсюда и из равенства
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следует (5.4.3). Из (5.4.3) в свою очередь следует, что

/ ( 1 - П |/3|<i,

я 2 Д |/?| = 1, (5.4.4)

Обозначим К(0,1) распределение Коши с параметрами сдвига и
масштаба 0 и 1, пусть #(/?) означает распределение величины

/» " ' ' I ' - 1 , (5.4.5)
22/3/V(<)ft

"(*)> * ^ [0,1], — стандартный винеровский процесс. Далее будет
особо выделен случай |/?| = 1, поэтому стоит отметить, что при
/? = ±1 плотность величины (5.4.5) (обозначим ее hp(x), а соот-
ветствующую функцию распределения Нр(х)) не является четной. В
частности, (см. [64])

fti(-0.2) и 0.316, Ях(-0.2) » 0.617,

/ц(0)« 0.341, ffi(0)« 0.683,

Ai(0.2) « 0.357, Я1(0.2)» 0.753.

Следующая теорема и ее доказательство взяты из [106, § 1 гл. 5].

Т е о р е м а 5.4.1. Пусть в схеме (5.4.1) {е,-, i = 1,2,...} —

независимые гауссовские стандартные величины.

Тогда

N(0,1), | /? |<1,

Я(/3), |/?| = 1,

JRT(0,1), |/9| > 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть

Тогда

в силу (5.3.4). Обозначим /п(М) совместную характеристическую
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функцию Un,Vn. Известно (см. [104]), что

/(«,«):= I™ /n(M) =
П—+ОО

ехр{й - s2/2}, |jS| < 1,

= | exp { - lA

В случае Щ < 1 f{s,i) есть характеристическая функция пары

(£.1)) £ ~ ^(0,1). Следовательно, (Un,Vn) —^ (£,1), что влечет
в силу (5.4.6)

dn(/3)(Pn,LS -0) = Vn V-1 - ^ $ ~ ЛГ(0,1).

При |/?| > 1 f(s,t) является характеристической функцией пары

{£г],г)2), где £ и ?7 есть независисмые стандартные гауссовские вели-

чины. Поэтому ([/„, Vn) - ^ (ft, »?2) и ^К,," 1 - ^ е/4 ~ А'(0,1). Сле-

довательно, dn(p)0n.LS -P)^> К(0,1).

Пусть теперь /3 = 1, случай /3 = — 1 рассматривается аналогично.
Тогда в силу (5.4.2)

f=2 j=i

i=2 j=l

Введем случайный процесс i/n(t) = n"1!2 J2 e,-, < € [0,1], пусть

A vn Q^J := г/„ (~) - vn (j——) • Тогда из (5.4.7)-(5.4.8) следует

i = l

В силу принципа инвариантности (см., например, [4, 49, гл. 5]) vn(t)
слабо сходится к v{t) в пространстве Скорохода В [0,1]. Поэтому в
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силу общих результатов о слабой сходимости (см., например, [82]),

1 1

(Ua,Vn) •£+ (лЯ J v(t)dv{t), 2 ju\t)dt).
о о

Следовательно,

Jv{t)dv{t)
0 ^ U { 1 ] 1

dn(l)0n,cs - 1) = UnVn~*

1

поскольку Jv(t)du(t) = l/2(i/2(l) - 1). Теорема полностью доказа-
о

на. •

Следует отметить, что в случае Щ ^ 1 утверждение теоре-
мы 5.4.1 остается справедливым для схемы (5.4,1), в которой щ —
любая случайная величина, не зависящая от {е,-, г = 1,2,...} и имею-
щая второй момент, а {е,} — н.о.р. случайные величины с нулевым
средним и конечной дисперсией. При |/3| < 1 этот факт устанавлива-
ется вполне аналогично теореме 5.3.1, а при |/?| = 1 аналогично теоре-
ме 5.4.1. Если же |/?| > 1, то предельное распределение dn(^)(^n,LS—/3)
зависит от распределения величин е,- (см. [89]).

В силу теоремы 5.4.1 статистику dn(l3o)0n,LS — Po) при любом
А) € Ж1 можно использовать для проверки гипотезы HQ: /3 = /?о в
качестве тестовой. Ее распределение при близких альтернативах и
|/?| < 1 такое же, как в § 5.3. При |/?| ^ 1 его также можно найти, но
мы не будем этим здесь заниматься.

§ 5.5. Процедуры наименьших модулей

Продолжим рассмотрение стационарной схемы (5.2.1). В этом па-
раграфе мы изучим оценки наименьших модулей для /? и соответству-
ющие тесты.

5.5.1. Оценка наименьших модулей. Будем считать выпол-
ненными

У с л о в и е 5.5.1. Eei = 0, E | s i | 2 + A < oo при некотором
Д > 0 .

У с л о в и е 5,5.2. Существует G'(x) = д(х), supg(x) < оо,

9(0) > 0, д(х) удовлетворяет условию Липшица в нуле.

При условии 5.5.1 в силу леммы 5.2.1 существует стационарное
решение уравнения (5.2.1) вида (5.2.2), и рад в (5.2.2) сходится в Ь 2 + д .
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Пусть «0,«1,...,ип — наблюдения, удовлетворяющие (5.2.2).
Поставим задачей исследовать асимптотическое поведение оценки
наименьших модулей f3n,LD параметра /3, получаемой решением за-
дачи

п
rLD/n\ V^ I _

п \ / / j

Свойства целевой функции L^D(9) очевидны: это выпуклая вниз
функция параметра 9; на каждом из отрезков [z(k-i), Z(k)] (гДе

zj. := Uk/uk-i, a z^ — jfe-й по величине член последовательности
z\) • • •, zn) она линейна.

В любой точке 9, отличной от точек Zk, к = 1,...,п, производная
функции L%D(9) равна

Так как G(a;) непрерывна, то на любом из интервалов (z(k-1)> z(k))
lnD{0) Ф 0 с вероятностью единица. Следовательно, решение задачи
(5.5.1) п.н. единственно и совпадает с одной из точек z*. Оно мо-
жет быть найдено перебором. Его также можно указать явно. А

именно, поместим в каждую точку Zk вероятность р*. = |«ifc|

Тогда решение задачи (5.5.1) совпадает с медианой распределения
(zk,Pk, к = 1,...,п).

Переписывая /£с(0) в виде

видим, что траектории l^D{0) — невозрастающие кусочно постоян-
ные функции со скачками в точках г*. Для непрерывной G{x) реше-
ние $,,£!> задачи (5.5.1) совпадает с п.н. единственным решением
уравнения

#»-гО (5.5.3)

(символ -г в (5.5.3) означает переход через нуль), которое и будем
дальше изучать. При условиях 5.5.1, 5.5.2

где ALD(0) = -2E,puiG((6 - /?)«i), и существует производная по 9,
равная при в = /3

= A'LD{l3) = -2g(0)Epul = т-2в(0)Ее?(1 -
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Действительно, в силу независимости е2 и щ

{ - 2I(e2 < (в -

(в -
Далее, в силу формулы Тейлора

(Н){9-Р), \h

Функция д{х) ограничена и удовлетворяет условию Липшица в нуле, а
потому удовлетворяет и условию Гёльдера любого порядка 0 < 8 ^ 1.
Возьмем 6 — т т ( Д , 1). Тогда

ALD(6) = -2д{Ь)Щч\{в - /?) + О{\9 - /3\1+6),

что влечет выражение для A'LD(/3).
Следующая теорема 5.5.1 описывает линейное стохастическое

разложение процесса п~1121^°{в) в окрестности точки в — /3 размера
0{п~1/2), равномерное по в.

Т е о р е м а 5.5.1. Пусть выполнены условия 5.5.1, 5.5.2.
Тогда при любом 0 < 0 < оо

sup \n

Мы вынесли доказательство теоремы 5.5.1 в приложение, § 5.8.
Из теоремы 5.5.1 следует теорема 5.5.2, доказательство которой

мы поместили вслед за доказательством теоремы 5.5.1 также в § 5.8.

Т е о р е м а 5.5.2. Пусть выполнены условия 5.5.1, 5.5.2.
Тогда:

2) y/n0n,LD - Р) ^ N(0, а\М), где

Отметим, что утверждение теоремы 5.5.2 останется справедли-
вым, если в условии 5.5.1 заменить требование Eei = 0 на G(0) = 1/2.

В этом случае <r2

LD(p) = ((2</(O))2Ej0u?) .

По поводу теоремы 5.5.2 уместно отметить, что строгое обосно-
вание асимптотической нормальности оценки наименьших модулей в
авторегрессионной схеме дано относительно недавно. В частности,
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в [102] асимптотическая нормальность оценки наименьших модулей
установлена единым методом сразу для нескольких схем наблюде-
ний: линейной регрессии с независимыми погрешностями, линейной
регрессии со случайными регрессорами, авторегрессии произвольно-
го порядка. Более того, в случае авторегрессии асимптотическая
нормальность /3n,LD установлена даже при более слабых условиях,
чем условия Ь.Ь.1, 5.5.2, в частности при моментных ограничени-
ях Eei = 0, 0 < Eef < oo. Рассуждение в [102] основано на вы-
пуклости целевой функции, минимизацией которой получается оцен-
ка наименьших модулей (в однопараметрической авторегрессии это
L%D(0)): устанавливается поточечное разложение этой функции, ко-
торое в силу выпуклости влечет равномерное разложение, а с ним и
утверждение об асимптотической нормальности. Наш подход иной,
мы рассматриваем оценку (3n,LD как корень уравнения (5.5.3) и ана-
лизируем производную целевой функции 1%°(в), которая никакой вы-
пуклостью не обладает. Тем не менее, удается установить равно-
мерное стохастическое разложение для 1%°(в), а отсюда, как простое
следствие, получить теорему 5.5.2. В гл. 6 и 7 мы увидим, что наш
подход применим к исследованию и таких оценок (знаковых, ранго-
вых), с которыми не удается связать никакой выпуклой задачи мини-
мизации, их определяющей. Более того, в § 5.7 методом, аналогичным
использующемуся в этом параграфе, мы исследуем и нестационарную
схему авторегрессии. Наконец, в § 5.6, пользуясь определением оценки

Ьп,ю как корня уравнения (5.5.3), найдем функционал влияния для

Pn,LD-

Завершим комментарий к теореме 5.5.2 замечанием о поведении
оценки J3n,LD в случае бесконечной дисперсии Eef = oo. Результаты
здесь вполне аналогичны приведенным в п. 5.3.2 для оценки наимень-
ших квадратов. Например [102], если е,- имеют распределение Коши,
то

n(0n,LD ~Р) = Ор(1).

Другие результаты и ссыпки можно найти в [51, § 3.2].
Вернемся теперь к рассмотрению схемы (5.2.1) при условиях 5.5.1,

5.5.2. Неизвестную предельную дисперсию <т|д(/?) легко оценить. Для
этого полезно

С л е д с т в и е 5.5.1. Если ^/п0п - /?) = Ор(1), то при
условиях 5.5.1, 5.5.2

n - Д) + ор(1). (5.5.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ve > 0 и 0 < в < о о

-/3)| > е] <

в} +Рр{\у/Н0п ~0)\ > 0}
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sup

В силу теоремы 5.5.1 и условия л/пфп - /?) = Ор(1) оба последних
слагаемых сколь угодно малы при достаточно больших п и в . •

Полагая в (5.5.4) /Зп — /?„,£#, получаем для любой постоянной
Оh ф О

Поскольку <r\D{0) =
будет

3), то состоятельной оценкой cr\D{0)

&

где s£ _ п 1 U 2

множество

. a

состоятельная оценка Ejguf. Следовательно,

4= < Pn.LD H -7= Г

будет асимптотическим доверительным интервалом для 0 надеж-
ности 1 — а.

5,5.2. Тесты наименьших модулей. Рассмотрим гипоте-
зу # Q : р = /30, Статистику Тп,ьо(0о) "•= sJJ'1n"1/'2/n'D(/?o) возьмем в
качестве тестовой. Вычислять ее проще, чем тестовую статисти-
ку, основанную на 0n,LD- Условия 5.5.1, 5.5.2 обеспечивают выпол-
нение условия сильного перемешивания (с.п.) для процесса {«,}
с экспоненциальным коэффициентом перемешивания [101]. Процесс
{«i-isigne,-, г € Z}, очевидно, также удовлетворяет условию с.п. с
экспоненциальным коэффициентом, а потому в силу центральной пре-
дельной теоремы для таких процессов (см., например, [15, теорема
18.5.3]) при гипотезе #о

Следовательно, тестовая статистика Тя,.ы>(А>) при Но асимптоти-
чески распределена как стандартная гауссовская величина.

Рассмотрим теперь поведение тестовой статистики при альтер-
нативах. Самая простая ситуация в случае фиксированной альтерна-
тивы Hi: 0 ф 0О. Поскольку {u.-_isign(u,- -#)«»-i). » 6 2} — строго
стационарная последовательность с с.п., в силу закона больших чи-
сел для таких последовательностей (см., например, [37, 74, гл. 4, § 2,
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теорема 2])

^ (5-5.5)

Функция Льд(/?о) при условиях 5.5.1, 5.5.2 дифференцируема по /?о в
любой точке /?о, ее производная не больше нуля, причем Л^£,(/?) =
= ALJD(/?) = -2д(0)Щи2

г < 0 и kLD{0) = 0.
Перечисленные свойства позволяют утверждать, что Л££>(/?о)

обращается в нуль лишь в точке /?о = /?• Отсюда и из (5.5.5) те-
перь следует, что при Н\ га~1/'2/^1)(/Зо) расходится к бесконечности.
Следовательно, тест, основанный на Tn,LD{Po), состоятелен против
альтернативы Н\.

Рассмотрим теперь случай сближающихся с Но альтернатив

Ны: /? = /?„, /?п-+/?о.

Легко убедиться, что при Н\п

^[п-Ч™(13о) - ALDW] = Ор(1). (5.5.6)

Действительно, случайная величина в левой части (5.5.6) п.н. равна

1=1

п

- 2«*_il(c4 < (А, -рп)щ-1) -Aix,(/?o)]. (5.5.7)

Из (5.2.1) при /3 = /?„ следует

E£» -
» = 1 « = 1 8 = 1

откуда

Следовательно, первая сумма в (5.5.7) есть Ор(1). Вторая сумма в
(5.5.7) центрирована, слагаемые в ней некоррелированы (см. похожее
рассуждение относительно последовательности £i , . . . ,£n при доказа-
тельстве леммы 5.8.1), откуда следует, что дисперсия этой суммы рав-
номерно ограничена по п и сама эта сумма есть Ор(1). Итак, (5.5.6)
верно.
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Теперь

и при л/п(0п - /?0) —юо

оо.

Следовательно, если у/п(рп - /?0) —*• оо, статистика n^^l^iPo) то-
же расходится к бесконечности, и соответствующий тест состоятелен
против таких альтернатив Н\п.

Рассмотрим теперь случай альтернатив

#1„(а): /? = /?„ := /?о + а п~ 1 / 2 + о (п~ 1 / 2), а - постоянная.

Анализ тестовой статистики при Н\п{а) основан на следующей тео-
реме 5.5.3, справедливой и при более общей, нежели Н-\_п(а), альтер-
нативе Н\п.

Т е о р е м а 5.5.3. Пусть выполнены условия 5.5.1, 5.5.2 и
верна альтернатива Н\п.

Тогда при любом 0 < 0 < оо

sup {
1К

Доказательство теоремы 5.5.3 аналогично доказательству теоре-
мы 5.5.1, и мы его опускаем. Теорема 5.5.3 влечет

С л е д с т в и е 5.5.2. Пусть верна альтернатива Hin(a).
Если у/п(/3„ — /3„) = Ор(1), то при условиях 5.5.1, 5.5.2

Следствие 5.5.2 доказывается аналогично следствию 5.5.1. Теперь
следствие 5.5.2 влечет следующую теорему.

Т е о р е м а 5.5.4. Пусть выполнены условия 5.5.1, 5.5.2 и
верна альтернатива Hin(a).

Тогда:

1) Tn,LD(fa) =

= (ЕЛ«?У"* Y, «*_! signek + 2^(0)(Е£?)1/2(1 - $Г1/2<» + Ор{1),
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2) y/ii(fin,LD ~ А>) = -AZi>(/?o)«-1/2^D(^n) + а + ор(1),

где (r|D0?) = (l-i8 2 )((2 f f (0)) 2 E e ?)- 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение 1) непосредственно

следует из (5.3.14), следствия 5.5.2 (с /?„ = /?0) и того факта, что при
Н

^ ЛГ(0,1).

Последнее соотношение устанавливается аналогично соотношению
(5.3.15). Утверждение 2) получается рассуждениями, аналогичными
доказательству теоремы 5.5.2. •

Из теоремы 5.5.4 следует, в частности, что при а = О, когда
•Уп(/?„ - /?о) = о(1), гипотезы #о и #i n (0) асимптотически нераз-
личимы.

Уместно отметить, что утверждения теоремы 5.5.4 можно уста-
новить и стандартным способом с помощью третьей леммы Ле Ка-
ма и теоремы 5.5.2, поскольку при условии 5.5.1 и некоторых допол-
нительных условиях на G(x) (см. п. 5.3.2) наблюдения щ, ui, . . . , ип

удовлетворяют условию локальной асимптотической нормальности, и
гипотезы Но и #i n (a) контигуальны.

Найдем АОЭ eLD,LS теста со статистикой ТП1ю(0о) относитель-
но теста, основанного на

Поскольку при Hin(a) в силу (5.3.12)

Tn,LsW ^ N(a(l - /?0

2), 1),

то в силу 1) теоремы 5.5.4 CLD,LS = (2#(0)) Ш\ не зависит от /?
и не изменяется при масштабных преобразованиях G{x). Эффектив-
ность CLD,LS формально совпадает с АОЭ медианы относительно эм-
пирического среднего в схеме повторной выборки с неизвестным па-
раметром сдвига (см., например, [19, 95, гл. 5, § 3]). Поэтому в силу
[19, 95, теорема 3.3, гл. 3, § 5] для класса 9 функций распределения,
имеющих четную плотность с максимумом в нуле, задача

6LD,LS = (2g(Q))2Eel =>• jnf

имеет решением G(x) ~ R(-l/2,1/2), и в этом случае &LV,LS =
{R(a,b) — равномерный закон распределения на [а,Ь]). При G(x)



4.II] §5.5. ПРОЦЕДУРЫ НАИМЕНЬШИХ МОДУЛЕЙ 157

~ N(0,1) eLD,LS = 2/тг та 0.64; для лапласовской G(x) eiu^s = 2;
для логистической G(x) CLD.LS = 7г2/12 « 0.82. Для <3(ж) С тяжелыми
хвостами eLD,Ls может быть сколь угодно большой. Например, если
G(x) — функция распределения Тьюки, т.е.

то
2 / £ \ 2

CLD,LS = — (1 — £ •]—) (1 — е + ст ) —»• оо, г —• оо.

Разумеется, АОЭ оценки Pn,LD относительно j3n,LS также равна
eLD,LS, и для нее справедливо сказанное выше. Если G(x) — лапла-
совская функция распределения, то АОЭ оценки /3n,LD относительно
оценки максимального правдоподобия равна единице. В этом случае
Pn,LD асимптотически эффективная оценка.

5.5.3. Взвешенные оценки наименьших модулей. Завер-
шим параграф кратким описанием оценок, которые естественно на-
звать взвешенными оценками наименьших модулей. Итак, будем
брать оценкой /? (и обозначим ее Pn,LDw) случайную величину, являю-
щуюся решением задачи

п

Целевая функция L%DW(0) аналогично L%D(9) выпукла вниз, а по-
тому это решение всегда существует. Его можно изучать разными
способами, например, переходя к эквивалентному уравнению

Относительно весовой функции y>(«fc-i) и G(x) предположим выпол-
ненными следующие условия

У с л о в и е 5.5.3. E ^ | « i | 2 + A H « i ) | < оо при некотором
А > 0 , 0<E/jwf|9?(«i)|<oo, E^«?^2(ui) < оо.

У с л о в и е 5.5.4. Щщ\<р(щ)\ = 0 или G(0) = 1/2.

У с л о в и е 5.5.5. n" 1 / 2 max |«*v>(wfc)l = OpC1)-

Аналогично доказательству теоремы 5.5.2 устанавливается: при
условиях 5.2.3, 5.5.2-5.5.5
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N(0,*lDW(f3)), (5.5.11)

где

Если Eef < оо, и мы ограничиваемся простейшей задачей построения
по наблюдениям щ,..., и„ точечной оценки /?, то взвешенные оценки
наименьших модулей не нужны. Действительно,

откуда

Равенство достигается лишь при tp(uk-i), равной постоянной, в этом

случае (3n,LDW — Pn,LD-
Существуют, однако, ситуации, когда использование взвешенных

оценок целесообразно. Одна из таких ситуаций возникает в случае
Eef = оо. Тогда нарушаются достаточные условия ЛАН, обеспечи-
вающие У п " а с и м п т о т и ч е с к У ю нормальность общеупотребительных
оценок, это затрудняет их применение к доверительному оцениванию
и проверке гипотез. В то же время построить v^-асимптотическую
нормальную /?п>

1£яи'-оценку легко. Например, при (р(щ-1) = l/«fc-i
уравнение (5.5.9) переписывается в виде

( (5.5.12)

и одно из решений (5.5.12), обращающее его в точное равенство, есть
медиана Рп,м массива щ/щ-i, к = 1,..., п. При нечетных п /Зп,м
является единственным решением (5.5.12)^ а при четных п существует
целый отрезок решений, и Д,,м — его середина.

Условия 5.2.3, 5.5.3-5.5.5 будут выполнены при G(0) = 1/2 и
E |e i | 1 + A < оо, так что при дополнительном условии 5.5.2

где

Детальное исследование медианной оценки /?п,м проведено в [52], где
отмечается, в частности, что

^
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при ограничениях

Р{£1 < 0} = P{ffi > 0} = 1/2, Elog+ | £ l | < оо.

Следовательно, при этих условиях статистика

является центральной, и ее можно использовать для доверительного
оценивания /? при конечных п. Общеупотребительные оценки /3n,Ls и
fln,LD позволяют строить лишь асимптотические доверительные ин-
тервалы, свободные от G{x), и притом лишь при Eef < оо.

Мы вернемся к обсуждению взвешенных оценок наименьших мо-
дулей в следующем параграфе в связи с вопросами устойчивости оце-
нок к выбросам в наблюдениях щ,..., ип. Будет показано, что оценки
Pn,LDW при подходящем выборе <р обладают ограниченными функ-
ционалами влияния (чувствительностями к большим ошибкам) в схе-
ме засорения данных независимыми выбросами. Это другая привле-
кательная и важная особенность взвешенных оценок наименьших мо-
дулей. Общеупотребительные оценки 0n,LS и fin,LD имеют неограни-
ченные функционалы влияния.

§ 5.6. Функционалы влияния оценок
наименьших квадратов и наименьших модулей

Цель настоящего параграфа — оценить количественно устой-
чивость оценок 0n,LS, Pn,LD, Pn,LDW к выбросам в наблюдениях
ио, «1,..., ип. Сделать это можно разными способами, например с
помощью функционалов влияния. Для схемы повторной выборки
родственное понятие кривой влияния было введено Ф.Хампелем в [72]
и оказалось, по словам П.Хубера [42, 81, § 1.5], самым полезным
эвристическим инструментом теории робастных статистик. Мы да-
лее будем придерживаться подхода, изложенного в [100].

Итак, пусть наблюдается вектор Yn = (yo,yi, • • •) Уп), где

Vi = Ui + zUu * e Z . (5.6.1)

В (5.6.1) последовательность {«,•} удовлетворяет (5.2.1); {z/} —
н.о.р.сл.в., z] ~ Bi(l,7), 0 ^ 7 ^ !> 7 — уровень засорения; {£,•} —
н.о.р.сл.в. с распределением ц% из некоторого класса Mf, последо-
вательности {щ}, {zj}, {&} предполагаются независимыми между
собой. Мы рассматриваем, таким образом, простейшую схему засоре-
ния данных независимыми (одиночными) выбросами.

При засорении традиционные оценки перестают быть не толь-
ко асимптотически нормальными (при естественной нормировке), но
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даже и состоятельными. Чтобы охарактеризовать качество интере-
сующей нас оценки /?„ параметра /?, построенной по наблюдениям Yn,
предположим, что существует предел

Простейшей инфинитезимальнои характеристикой устойчивости
оценки к засорению данных может служить производная

9 (5.6.2)

называемая функционалом влияния оценки /Зп (разумеется, если эта
производная существует). Она характеризует величину главного ли-
нейного члена в разложении асимптотического смещения

(7). (5.6.3)

Предпочтительнее использовать оценки, для которых величина

называемая чувствительностью к большим ошибкам, конечна. В
этом случае главный член разложения (5.6.3) для асимптотического
смещения равномерно мал при всех возможных засорениях и малых
у. Качественно последнее означает, что оценка при малых у будет
слабо зависеть даже от очень больших выбросов в данных.

Для одного класса оценок найти IF(61,iJi{) легко. А именно, пред-
положим, оценкой /3 берется решение уравнения

п

0) = О. (5.6.4)
г-1

Оценки такого вида рассматривались давно. Выделим несколько
частных случаев. Если

MYn, 9) = ч((1 - * a)1 / 2W-i, W ~ % - 0 ,

где 7] — некоторая ограниченная функция, то получаются обобщенные
М-оценки (GM-оценки) (см. [90, 98]). При

получаются обычные М-оценки (см. [25, 98, 99]), включающие в себя
оценки наименьших квадратов и наименьших модулей. Если

г = 1,2,...,71-1,
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то получаются RA-оцекки [58].
Вернемся к уравнению (5.6.4). Пусть для некоторой функции

Л(7,9) при 0 < 7 ^ <5, |0 - N ^ 8 выполнено

n

У с л о в и е 5.6.1. n~

Пусть выполнены также следующие условия.

У с л о в и е 5.6.2. Л(0, /?) = 0.

(9 f)

У с л о в и е 5.6.3. Частные производные — Л(7,0) и —А(у,в)

существуют и непрерывны по (у, в) для 0 ^ у < 6, \в - /?| ^ 6.

У с л о в и е 5.6.4. А(/3) := -^А(0,/?) # 0.
При условиях 5.6.1-5.6.4 в силу теоремы о неявной функции в

некоторой окрестности точки (0, /?) уравнение

Л(7,0) = О (5.6.5)

определяет однозначную и непрерывную функцию #7 = 0(у), &у ""̂
—*• #о = Р при 7—^0. Более того, функция в1 дифференцируема и, в
частности,

9 " " ?). (5.6.6)

При условиях 5.6.1-5.6.4 при малых у <: вероятностью, стремя-
щейся к единице, существует такой корень /?п уравнения (5.6.4), что

Д» —^ 9^. Тогда соответствующий Д, функционал влияния дается в
силу (5.6.6) соотношением

^ ) . (5.6.7)

5.6.1. Функционал влияния оценки наименьших квадра-
тов. Обратимся в качестве примера к оценке наименьших квадратов

П р е д п о л о ж е н и я . Еех = 0, Ее? < оо, Щ% < оо.

Оценка pn,LS определяется соотношением (5.6.4) с

# S ( V » , 0) = W-i(w - % - i ) - (5-6.8)

6 М. В. Болдин и др.
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В силу эргодической теоремы при любых у, 9 существует предел

где

Легко видеть, что
= 0

в силу независимости е\ и ио- Итак, условия 5.6.1, 5.6.2 выполнены.
Условия 5.6.3, 5.6.4 также, очевидно, выполнены при любых j , в, и

^ -EeKl-f)-1 ф О,

Решение уравнения (5.6.5) в рассматриваемом случае при всех 7
единственно и равно

Уравнение (5.6.4) с ij)fs(Yn,e) из (5.6.8) с вероятностью, стремящейся
к единице, при всех у имеет единственное решение

/
1=1 j=l

В силу (5.6.7) получаем

(5.б.9)

Если ft = ^, £ — постоянная и IF(6*;S,Z) := IF(9i;s,/л^), то

— неограниченная непрерывная функция £.
Пусть 9JI,-, « = 1,2, — класс распределений //{ с конечным г-м

абсолютным моментом. Тогда

s) = 00,
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и, таким образом, даже малая доля больших выбросов в данных может
сколь угодно сильно влиять на /?n,£S-

5.6.2. Функционал влияния оценки наименьших модулей.
Рассмотрим теперь оценку наименьших модулей /?п,ы». Пусть выпол-
нены следующие

П р е д п о л о ж е н и я . Eei = 0, Eef < оо, E£f < оо,
д{х) непрерывна и ограничена, д(0) > 0.

В случае засорения оценка наименьших модулей определяется со-
отношением (5.6.4), в котором точное равенство следует заменить на
символ перехода через нуль, а

tfD(Yn,9) = w_!sign(» - % _ i ) .

Условие 5.6.1 выполнено в силу эргодической теоремы при любых у, в
с функцией

ALC(T,0) = Е/зуо sign(j/i-0уо) = E/»!fo(l-2G((0-/3)tio-*7&+0*3to>)).

Очевидно, Л££)(0,/?) = E/3«osignei = 0, и условие 5.6.2 выпол-
нено также. Чтобы проверить условия 5.6.3, 5.6.4, введем события
Hi, г = 0,1,2, состоящие в том, что точно г величин из z%, z[ отлич-
ны от нуля. С помощью формулы полного математического ожидания
перепишем Асо(у,в) в виде

(1 - 2О((в - (3)и0 - *3& + ^6)) |Н,'}Р{Н,-}. (5.6.11)
i=0

Условные средние в (5.6.11) не зависят от у и непрерывно дифферен-
цируемы по 9, a P{Hi} — полиномы от у. Следовательно, Лх,д(т, #)
имеет непрерывные частные производные по 7 и $. Находим из (5.6.11)

^ ?) = XLD(P) = -2f f (0)E^ = -20(O)E£?(l - Z?2)"1 ф 0.

Напомним, что функция XLD(/3) уже появлялась в п. 5.5.1. Мы про-
верили все условия 5.6.1-5.6.4. Уравнение (5.6.4) в силу монотон-
ности по 0 функции ipfD(yn,9) имеет п.н. единственное решение
Д»,££>, а уравнение (5.6.5) при малых у — единственное решение ^°

б*
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Pn.LD - ^ tfD- В силу (5.6.7) получаем

J ^ )- (5-6.12)

(5-6ЛЗ)

Если £,• = £ и £ — постоянная, то

в =
— неограниченная непрерывная функция £. Поскольку

= оо,

то /?«,££ неустойчива к выбросам в наблюдениях ио, • • •> ип- Сравни-
вая соотношение (5.6.13) с соотношением (5.6.10), видим, что вместо
квадратичного роста по £ для Pn,LS, в случае 0n,LD имеем линей-
ную зависимость. Качественно последнее означает, что оценка /?п,££>
меньше зависит от выбросов, чем /3n,LS-

5.6.3. Функционал влияния взвешенной оценки наимень-
ших модулей. Найдем теперь функционал влияния взвешенных оце-
нок наименьших модулей.

У с л о в и е 5.6.5. Elog+ |ei| < со, EpVi\<p(yi)\ < °° пРи

малых 7) E/j«i|v?(«i)| Ф 0.

У с л о в и е 5.6.6. Ejg«i|v?(«i)| = 0 или (7(0) = 1/2; д(х)
непрерывна и ограничена, д(0) > 0.

Взвешенная оценка наименьших модулей 0n,LDW в случае засоре-
ния получается решением уравнения

п

2 И»-1)1»*-1 siMVk - Oyk-i) -r 0. (5.6.14)
* = i

Рассуждая, как для оценки наименьших модулей,получим, что любое
решение последнего уравнения при малых у сходится по вероятности
к 6i;DW и

Если (р(х) = 1 и Esi = 0, то последнее выражение совпадает с функ-
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ционалом влияния оценки наименьших модулей (5.6.12). Выражение
для IF(effDW ,Ц() совместно с требованием sup |ajyj(a?)| < оо влечет

X

<oo,

где 9Я? — класс распределений ц^, удовлетворяющих условию
E/?J/iNyi)l < со. В частности, для <p(yk-i) = 1/Ук-1 оценка J3n,LDW
есть медианная оценка рп>м, 0^DW — 9*f. Тогда при моментных огра-
ничениях 0 < E|ei| < оо, E|£i| < оо (они обеспечивают выполнение
условия 5.6.5) и условии 5.6.6

_ Ensign uo(l - 2G(-fr)) + sign(Mo + fr)(l - 2GQ36))]

Ы№,Ы • (б'б'16)

Из (5.6.15) следует, что

В заключение параграфа отметим, что для схемы независимых
выбросов и для более общей, чем рассмотрено здесь, схемы засоре-
ния, когда выбросы образуют пачки, для М-, GM-, ЛЛ-оценок (но
только с с гладкими функциями ipi в (5.6.4)) функционалы влияния
найдены в [100]. В этой же работе установлена простая связь между
функционалами влияния и функцией влияния Хампеля, которая может
быть введена не только для независимых, одинаково распределенных
наблюдений, но и для временных рядов.

§ 5.7. О проверке стационарности
авторегрессионного уравнения

Рассмотрим естественное обобщение схемы (5.2.1) — простейшее
нестационарное соотношение авторегрессии

и,-= /?,•«,•_!+£,-, *€Ж. (5.7.1)

Предположим, что верно условие 5.5.1 и sup | # | < 1. Тогда существу-
>

ет решение уравнения (5.7.1) вида

3=0

где 7,-о = 1, ту = Д'А-1 • • -A'-i+i П Р И 3 > L Р я Д ( 5 - 7 1 ) сходится в
2+Д
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Отметим, что для {щ} из (5.7.2) sup Eu? < оо, и дпя любого ре-
i

шения уравнения (5.7.1), удовлетворяющего последнему неравенству,
справедливо представление (5.7.2).

Пусть наблюдаются щ, щ,..., ип, удовлетворяющие (5.7.2). Цель
настоящего параграфа состоит в построении тестов для проверки ги-
потезы стационарности

Но: &• = /?, i € Z , (5.7.3)

/? неизвестно, и исследования мощности тестов при альтернативе

Нщ: fa=P + aknn-1'2, k=l,...,n, sup \акп\ ^ А < оо. (5.7.4)
к,п

Для проверки Но будем использовать оценки Pn,LS и /3n,LD параметра
/?, построенные в предположении справедливости. Но- Начнем наше
рассмотрение с технически более сложного случая, когда используется
оценка наименьших модулей /?„ tD, получаемая решением уравнения
(5.5.3)

Введем определяемый этим уравнением случайный процесс

, t € [0,1],

где <rl(p) = Eef(l - /J 2)" 1 . Заметим, что при Но Щи1 = <г*(0).

Нашей ближайшей целью будет понять характер асимптоти-
ческого поведения w£D(t) при Но. Эмпирически сделать это довольно
просто.

Обозначим через w(t), t € [0,1], броуновский мост, т.е. w(t) =
= v{t) ~ iv(l), где v(t) — стандартный винеровский процесс. Пусть
В [0,1] — метрическое пространство функций без разрывов второго
рода с метрикой Скорохода (определение см., например, [4, 49, гл. 5]).

Обозначим также

(5.7.5)

Для случайной последовательности {«i_i signs,-, i G Щ при усло-
вии 5.5.1 и Но выполнены предположения теоремы 21.1 [4, 49] (это
вытекает из рассуждений примера 1 в [4, 49, § 21 гл. 4]), в силу кото-
рой VnD{t) слабо сходится в В[0,1] к v(t). Последнее утверждение есть
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один из вариантов известного принципа инвариантности Донскера—
Прохорова (см. [4, 49, § 16]). Теперь при любом фиксированном t > О
в предположении, что Но верна, получаем в силу следствия 5.5.1

D -/3) + op(l). (5.7.6)

Функция AL£>(/?) = -2</(0)Eef(l - / З 2 ) " 1 была введена в п. 5.5.1.
В силу п. 1 теоремы 5.5.2 при условиях 5.5.1, 5.5.2

п

V»(A.,iB - /?) = -A£i,(/?) n"1/2 £ « * - i signe* + <*(1).
fc=i

Подставляя последнее выражение для *Jn{pn,LD — /?) в (5.7.6), полу-
чаем в силу определения (5.7.5)

<D(t) = rtD(t) ~ t^D{l) + 0,(1). (5.7.7)

Соотношевие (5.7.7) (справедливость его установлена только при фик-
сированном t) и известная связь w(t) = i/(t) — tv(l) позволяет пред-
положить (и это эмпирическая часть рассуждения), что при гипотезе
Но w%D(t) слабо сходится в Ю[0,1] к броуновскому мосту w(t).

Естественно ожидать, как это обычно бывает, что при альтер-
нативе # i f t распределения w^D(t) будут отличаться сдвигом. Чтобы
охарактеризовать последний, введем функцию

акп, .

и для некоторой функции a(t) € В [0,1] будем считать выполненным

У с л о в и е 5.7.1. sup \an(t) -a(t)\ -+ 0.

Сформулируем теперь точное утверждение о поведении w^D(t)
при Я о и # ! „ . Обозначим для краткости -<TZ1(0)^LD(0) через
°XD(/?), т.е.

^ 2 ) - 1 / 2 . (5.7.8)

Функция <T\D есть асимптотическая дисперсия оценки наименьших

модулей Рп,ю (см. теорему 5.5.2).

Т е о р е м а 5.7.1. Пусть выполнены условия 5.5.1, 5.5.2.
Тогда при гипотезе Но из (5.7.3) w%D(t) сходится слабо в В[0,1]

к броуновскому мосту w(t), а при альтернативе Н\п «з (5.7.4) а
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дополнительном условии 5.7.1 — к w(t) •+• сг£р(/?)6(<), г<?е б(<) =
=,a(t)-ta(l).

Прежде чем доказывать теорему 5.7.1, обсудим ее следствия.

Пусть

где si =
fc=l

Легко проверить, что и при Яо, и при Н\п s^ является состоя-
тельной оценкой <г̂ (/3), а потому для w%D(t) справедливы те же
утверждения, что и для w%D(t). Поэтому в условиях теоремы 5.7.1
при Но из (5.7.3) статистики

LD:=DL

n

D:= sup

Yli wfc-l

1
сходятся по распределению соответственно к sup \w(t)\ и fw2(t)dt.

о
Распределения последних — известные и табулированные распреде-
ления Колмогорова и Смирнова [10, табл. 6.1 и 6.4а].

Статистики 3%D и (ш^1*) — статистики тестов для проверки
гипотезы Но.

При альтернативе # i n из (5.7.4) и условиях 5.5.1, 5.5.2, 5.7.1 D%
и (w£D) сходятся соответственно к

1

sup>(<) + <гГ£(*ж)|

%D

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.7.1. Приведем схему
доказательства в предположении справедливости Н\п. Подробности
можно найти в [9].

Справедливо следующее соотношение, доказываемое аналогично
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теореме 5.5.1: при любом 0 < 0 < оо в условиях теоремы 5.7.1

sup sup n " 1 ' 2 Ys ign (ufc — (p + n~1^2 9)uk-i) —

b _ i signer - XLD(P) 0 h

:o p ( l) . (5.7.9)

Из (5.7.9) аналогично следствию 5.5.1 получаем, что для любой после-
довательности Д, такой, что у/п((Зп ~ 0) — Ор(1), имеет место соот-
ношение

sup n~ 1 / 2 ]Tsign (tifc - &,tii_i)-

**4 TfX

j f c = l
m

~ ). (5.7.10)

Пусть процесс v%D(t) определен в (5.7.5). При Н\п справедливо сле-
дующее разложение, устанавливаемое аналогично 2) теоремы 5.5.4:

Vn(Pn,LD - Р) = <TLD{P)VnD(l) + а*(1) + ОрС1). (5.7.11)

°глх)(/?) определена в (5.7.8).

В^силу (5.7.11) у/п{рп>ю -13) = Ор(1). Отсюда и из (5.7.10) при

Рп — Pn,LD несложно получить

sup |to^'D(<) — v^D{t) +

(T т rtlpJ'yTl [jjtl LO "~~ P ) ^ — LD\PJ я \ / — P\ /* ^О.(.1л^

Подставляя (5.7.11) в (5.7.12), получаем

sup

В силу принципа инвариантности для процессов с ^-перемешиванием
[4, 49, теорема 21.1] v%D(t) слабо сходится к стандартному вине-
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ровскому процессу v{t). Следовательно, v%D(t) - tv%D{\) сходится к

броуновскому мосту w(t) = v(t)-tu{\), что совместно с (5.7.13) дока-

зывает теорему 5.7.1. D

Рассмотрим теперь оценку наименьших квадратов Pn,LS- Она
определяется уравнением (5.3.1)

«*-i(u* - 0«*-i) = О,
k=l

которое в свою очередь определяет процесс

wfs{t) = (Ее?)-1/V-1(/3)»-1/2 £ «fc-i(«t - KLS «*- I ) , * G [0,1].

Аналогично теореме 5.7.1 получаем, что при условии 5.2.1 и #о
w£s{t) слабо сходится в ©[0,1] к броуновскому мосту w(i), а при Н\п

и дополнительном условии 5.7.1 — к w(t) + &Ц\(Р) &(t), где сг\3{0) —
= 1 — /?2 — асимптотическая дисперсия /?n,z,s.

Понятно, как строить дальше процесс w%s(t) и статистики

Разумеется, вместо 0n,LS и J3n,LD можно использовать и иные
оценки /?, лишь бы соответствующий процесс был согласован с урав-
нением, определяющим оценку. Например, в [52] оценкой /? бралась
медиана /Зп,м массива {щ/щ-i, А = 1,..., п}, тогда

§ 5.8. Приложение. Доказательства теорем

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.5.1. П у с т ь

{ 1, ек < х,

1/2, eh = x, fc = l п.

О, ек > х,

Легко проверить, что для 1%D{6) из (5.5.2) справедливо представление

п-*/2 в) - п-Щ">{Р) = -2zln(9) - 2z2n(6), (5.8.1)
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где

k=i

-d - Д*(0) + G(0)),

.х) - G(0)).

Л е м м а 5.8.1. При условиях 5.5.1, 5.5.2 sup |zin(0)| = op(l).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Представим zin(0) в виде

где

Pm{0) = п-^^щ.гЦщ.г > 0)х

k-i)-A»(O) + G(O)),

/(.) — индикатор события, а ргп(^) определяется аналогичным вы-
ражением, в котором I(uk~i > 0) заменен на /(«^,_i ^ 0). Разделим
отрезок [—0,0] на 3ГОп частей точками

и пусть 3Ш п ~ n6lA, где 6 = т т ( Д , 1). Пусть щп — та точка среди
{i]sn}, для которой

га». (5.8.2)

Обозначим

m"7?rn

1/(«jfc_1 <0)), (5.8.3)

«fc-i,, = «*-i( l-263- т -1?Гп^(«*-1^0)). * = 1....,«. (5-8.4)

Для построенных величин в силу (5.8.2) и определений (5.8.3), (5.8.4)
справедливы неравенства

»Йп«*-и < ^«*-i < VjnUk~i,j, k = l,...,n. (5.8.5)

Обозначим
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Обозначим также

п

$>(«fc-i > 0)x

-iJ) - G f n - 1 ' V i i * - i J ) - Д*(0) + G(0)) •

В силу монотонности по у функций Afc(y), G(y) и (5.8.5) справедливы

неравенства
п

«fc_iJ(tib_i > 0)х

х (

*-l > 0 ) X

Следовательно,

sup |pm(0)| ^

< sup {\qn(Vjn,Uin)\ + \qn(riintUjn)\}+ (5.8.6)

uk-il(uk-i >

) . (5.8.7)

С помощью формулы Тейлора, условий 5.5.1, 5.5.2 и определений
(5.8.3), (5.8.4) убеждаемся, что (5.8.7) есть Ор(3-т») = ор(1). Рас-
смотрим в (5.8.6) слагаемое qn(i]jn,Ujn). Положим для краткости

6 = 6 0 " , п) = « * _ ! / ( « * _ ! > ( i , i )

- Gin-Wruniib-u) - Д*(0) + G(0)) •

Пусть fi^i — сигма-алгебра, порожденная {е,, s ^ г}. Очевидно,

так как EpiZje^k-i} = 0 п.н.
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Аналогично, для к < j

Кроме того, Vxi, ж2 G Д1 и 8 = min(A, 1)

Е{ Ак(хг) - G(xi) - Afc(ar2) + G{x2)f <

< \G(Xl) - G(x2)\ ^ \G(Xl) - G(x2)\6.

Отсюда

Щй < Е ^ . ^ п - 1 / 2 ^ * - ! , " ) ~ G(0)|* = O{n-S'2)

равномерно по k,j в силу условий 5.5.1, 5.5.2. Отсюда, так как

sup E^2 ( 7 ?.n )u- j n) = O ( n -*/ 2 ) . (5.8.8)

Теперь из (5.8.8) Ve > 0 в силу неравенства Чебышева получаем

sup | ( U ) ) l } '<

j=0

в силу выбора тп. Аналогично показывается, что

sup \qn(tijn,Ujn)\ = ор(1).

Следовательно, (5.8.6) есть ор(1). Значит,

sup |p

Аналогично показывается, что

sup |ра„(0)| = ор(1).
\в\ •-

Лемма 5.8.1 доказана. •
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Л е м м а 5.8.2. При условиях 5.5.1, 5.5.2

Утверждение леммы 5.8.2 следует из формулы Тейлора и закона
больших чисел. Утверждение теоремы 5.8.1 следует теперь из (5.8.1)
и лемм 5.8.1 и 5.8.2. •

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5.5.2. В силу
теоремы 5.5.1 при достаточно большом А > О 1%D(P — п~112А) > 0 с
вероятностью, сколь угодно близкой к единице, равномерно по п > по
и, аналогично, l%D(j3 + n~1/2A) < 0. Это влечет в силу монотонности

lnD{6)'- Pn,LD € (Р—п~112А, (З+п^^А) с вероятностью, сколь угодно
близкой к единице, равномерно по га > щ. Следовательно,

Vn0n,iD - 0) = Ор(1).

Теперь отметим, что га"1/21%D(/?«,££)) = ор(1). Действительно, скачки
функции lnD(0) не больше

Так как п~^2 max |е*| = о„(1) при Ш\ < оо, то га"1/2 max

Теперь остается положить в (5.5.4) Д, = 0n,LD, разрешить

(5.5.4) относительно y/n(J3n,LD ~ P) и воспользоваться тем, что

^ N(0, Щи\). Теорема 5.5.2 доказана. D



Г л а в а 6

ЗНАКОВЫЙ АНАЛИЗ
ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ АВТОРЕГРЕССИИ

§ 6.1. Введение в знаковый авторегрессионный анализ

В этой главе развит непараметрический знаковый анализ
простейшей однопараметрической схемы авторегрессии

ui = /3ui-1+si, teZ, (6.1.1)

в которой |/?| < 1, /3 — неизвестный параметр; {е,-} — н.о.р.сл.в. с
неизвестной невырожденной функцией распределения G(x). Относи-
тельно G(x) на разных этапах исследования предполагаются выпол-
ненными некоторые из следующих условий.

У с л о в и е 6.1.1. P{si > 0} = P{ei < 0} = 1/2.

У с л о в и е 6.1.2. Eei = 0, Е | е 1 | 1 + Д < о о при некотором
Д > 0 .

У с л о в и е 6.1.3. Существует плотность д(х) = G'(x) и
supa,^(a?) < оо, #(0) > 0, д(х) удовлетворяет условию Липшица в
муле.

Как мы уже отмечали в § 5.2 (лемма 5.2.2), при условии
Е log+ \$l | < оо существует п.н. единственное строго стационарное
решение уравнения (6.1.1) вида

«,. = f;^,W) (6.1.2)
3=0

ряд в (6.1,2) сходится абсолютно с вероятностью 1. Если Е | £1 | 1 + д <
< оо, то (6.1.2) сходится и в L 1 + A (лемма 5.2.1).

Пусть наблюдаются щ,щ,...,%, удовлетворяющие (6.1.2). На-
ша цель — построить по этим наблюдениям непараметрические зна-
ковые тесты для проверки гипотез относительно параметра 0 и непа-
раметрические знаковые точечные и доверительные оценки /?.
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Мы начинаем в § 6.2 с проверки гипотезы

Но: /? = /?о (6-1.3)

против односторонних и двусторонних альтернатив. Чтобы постро-
ить непараметрический тест, мы сначала строим новую последова-
тельность наблюдений

Sk(0) = sign(uh - 0u*_i), веШ1, k = l,...,n, (6.1.4)

которые объединяем в вектор

(6.1.5)

При гипотезе Но и условии 6.1.1 {5fc(/?o) = signet, Ar = l,...,n} —
н.о.р.сл.в.,

PpoiSM = -1} = Рло{&(/ЗЬ) = 1) = 1/2,

т.е. статистика Sn(/3o) свободна от G(x), и гипотеза Но для векто-
ра Sn(/3o) является простой. Мы находим разложение вероятности
Ppa{Sn(/3o) - зп} при /? -+ /?о, где зп — реализация 5п(/?о). С помо-
щью этого разложения мы строим локально наиболее мощные (ЛНМ)
против односторонних альтернатив тесты, основанные на 5"(/?о)-

Статистика этих тестов имеет вид

и свободна от G(x) при Но и условии 6.1.1; кроме того,

Здесь и далее, как и в гл. 5, ради краткости символ п -+ оо опущен.
В § 6.3 мы строим знаковые тесты в нестационарной авторегрес-

сии

и,- =/?«,-_1+е,-, г = 1,2,..., ио = 0,

в которой неизвестный параметр /3 6 Ж1. Для такой схемы при ко-
нечных п удается получить результаты, аналогичные стационарному
случаю из § 6.2. Асимптотические же результаты существенно зави-
сят от величины 0 и схожи с изложенными в § 5.4.

Далее и до конца главы мы возвращаемся к рассмотрению стацио-
нарной схемы (6.1.1).

Факт построения ЛНМ знаковых тестов, основанных на 5"(/?O)J
интересен, но более важен вопрос об эффективности построенных
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тестов относительно известных. В § 6.4 мы рассматриваем после-
довательность близких альтернатив

Hin(a): Р = /?„:= /?0 + а п " 1 / 2 + о(п~1/2), а - постоянная. (6.1.6)

В силу условия 6.1.2 дисперсия наблюдений щ, ...,«„, вообще
говоря, бесконечна, и для этой последовательности не выполнены
достаточные условия ЛАН (см. п. 5.3.2). Поэтому мы не можем
использовать для отыскания предельного распределения статистики
n-i/2 js^д^ п р и # 1 п ( а ) стандартный путь — третью лемму Ле Кама.
Конечно, можно пытаться установить справедливость условия ЛАН
непосредственно для последовательности новых наблюдений S"(/?q) в
точке /? = /?0 и дальше использовать третью лемму Ле Кама. Мы,
однако, отказываемся от такого способа исследования. Во-первых,
условие ЛАН для Sn(/?o) в точке /? = /?о удается установить лишь
при более жестких моментных условиях, чем условие 6.1.2. И второе,
более существенное обстоятельство: мы хотим искать оценки пара-
метра, минимизируя тестовую статистику /,f (#), для чего нам нужны
равномерные результаты о поведении l£(9) вблизи точки в = /?.

Поэтому мы устанавливаем для п"1/21„(^) равномерное линейное
стохастическое разложение при #i n (a) и условиях 6.1.1-6.1.3:

sup In" 1/ 2 /n

5(/?„ + п- 1 / 2 в) - n - 1 ' 2 / * ( & ) - AS(/?o) в\ = op(l),
l«l<e»

где 0 n —)• oo со степенной скоростью, зависящей от Д, а

Это один из основных результатов главы. Из этого равномерного
разложения следует, что при #i n (a)

где асимптотический сдвиг (среднее) равен

Здесь уместно отметить, что при Ее2 < со и иных условиях,
обеспечивающих ЛАН для последовательности ио,..., ип, гипотезы Но
и Я1П(а) контигуальны. В этом (частном) случае асимптотический
сдвиг можно вычислить с помощью третьей леммы Ле Кама.

Зная асимптотический сдвиг легко найти асимптотическую отно-
сительную эффективность (АОЭ) знакового теста относительно дру-
гих известных тестов (см. § 6.5), в частности, относительно теста,
основанного на y/n0n,LS ~ АО,, где %,LS — оценка наименьших
квадратов. Эта эффективность es,LS оказывается равнрй
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Как уже говорилось, найденное для п""1/2/^ (Д, + п~1126) сто-
хастическое разложение — это не только способ отыскания распре-
деления тестов при близких альтернативах. С его помощью мы
исследунм непараметрические знаковые оценки /? (§ 6.6). Мы стро-
им несколько таких оценок. Все они имеют одно и то же предель-
ное распределение. Остановимся на одной оценке, f}n,s- Сначала мы
устанавливаем равномерную по \в\ ̂  1 — 6 сходимость п " 1 /„ (в) по
вероятности к функции As(6) такой, что As(/3) = О, Л'(/?) = As(/?).
Функция Ад(/?) уже встречалась в стохастическом разложении. Это
делает естественным определение оценки /3 как корня уравнения

Стохастическое разложение для п~}121£ (j3 + п~112в) позволяет уста-
новить существование для этого уравнения такого решения /3nis, для
которого

АОЭ знаковой оценки /?n>s относительно /3n,£s оказывается равной
es,LS, т.е. такой, как у соответствующих тестов.

В § 6.7 мы находим функционал влияния pn,s в случае независи-
мых выбросов и показываем, что чувствительность оценки к большим
выбросам конечна на некотором естественном классе засорений. Ка-
чественно это означает, что знаковая оценка устойчива к одиночным
выбросам в наблюдениях щ,...,ип.

§ 6.8 мы посвящаем обсуждению численных результатов.
Выделим теперь причины, в силу которых использование анон-

сированных знаковых процедур целесообразно. Некоторые из них мы
уже упоминали выше. Будем для определенности говорить о стацио-
нарной схеме. Итак, первая причина связана с условием 6.1.2, в силу
которого условие JIAH для щ,...,и„, вообще говоря, не выполнено и
стандартные процедуры не имеют известного предельного распреде-
ления (см. п. 5.3.2, 5.5.1). В то же время наши знаковые процедуры
асимптотически нормальны при E | e i | 1 + A < oo. Далее, знаковые те-
сты свободны от G(x) при конечных п, что позволяет проверять ги-
потезы и строить доверительные интервалы для умеренных выборок.
Это важнейшее свойство знаковых процедур. Классические процеду-
ры свободны от G(x) лишь асимптотически. В третьих, для G(x)
с тяжелыми хвостами АОЭ &S,LS может быть больше единицы и
вообще сколь угодно большой. Мы покажем также, что она огра-
ничена снизу на естественном классе распределений G(x). В четвер-
тых, функционал влияния оценки /?n,s ограничен, в отличие от обще-
употребительных оценок $n,LS и 0n,LD- Удобно также, что функция
1„(в) инвариантна относительно параметра масштаба G(x), и пара-
метр /3 можно оценивать независимо от этого параметра масштаба.
В сущности единственная серьезная претензия к знаковым про-
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цедурам — относительно невысокая АОЭ для G(x) со стандартны-
ми, типа гауссовских, хвостами, Хорошей альтернативой знаковым
процедурам служат ранговые. Мы говорим об этом далее кратко,
подробное обсуждение ранговых процедур в настоящей книге не пре-
дусмотрено. Впрочем, у знаковых процедур перед ранговыми есть
серьезное преимущество: во многих случаях они применимы и для
независмых, но разнораспределенных величин {£;}, удовлетворяющих
условию Р{г,- < 0} = Р{е,- > 0} = 1/2. Некоторые из перечисленных
свойств остаются верными и для нестационарной авторегрессии, на-
пример свобода знаковых тестов от G{x) при конечных п.

Завершим параграф замечанием по поводу предположения Eei =
= 0 из условия 6.1.2. В приложениях условие Eei = 0 может быть
слишком ограничительным. В качестве простейшей альтернативы
рассмотрим авторегрессионную модель

в которой <5,- = £,• + v, постоянная v неизвестна. Такую модель удобно
переписать в виде

ь{ = ц + щ, ieZ, (6.1.7)

где /i = (1 - /2)"1!/, а последовательность {щ} удовлетворяет (6.1.1).
Пусть vo,...,vn — наблюдения из строго стационарного решения
(6.1.7), а //„ — построенная по этим наблюдениям оценка /л. Найдем
оценки ненаблюдаемых величин «о, • • •, и„: щ = vj, — Д„, к = 0,..., п.
По этим оценкам естественно строить знаковые статистики аналогич-
но тому, как мы строим их в схеме (6.1.1) по «о,..., un и использовать
их для проверки #о и оценивания /?. Каковы свойства таких про-
цедур? Оказывается, если ^/п(рп - ц) = Ор(1) и выполнены усло-
вия 6.1.1-6.1.3, то асимптотические свойства те же самые, что и опи-
санные в § 6.2, § 6.4-6.6 свойства знаковых процедур в стационарной
авторегрессии (6.1.1) с нулевым средним. Это вполне ожидаемый ре-
зультат, аналогичное свойство процедур наименьших квадратов хоро-
шо известно (см. [2, 45, п. 5.5.5]). К сожалению, важные свойства ло-
кальной оптимальности знаковыэ тестов и их свободы при гипотезе
для конечных объемов наблюдений теряются. В случае засоренных
выборок устойчивость знаковых оценок также зависит от устойчи-
вости fin.

Мы опускаем детальное рассмотрение схемы авторегрессии с не-
нулевым средним, так как идейно оно мало чем отличается от приве-
денного далее подробного исследования авторегрессии с нулевым сред-
ним.

§ 6.2. Знаковые тесты

Начнем с проверки гипотезы (6.1.3) Я о : /? = /?о в схеме (6.1.1)
по наблюдениям «о, «i «n> удовлетворяющим (6.1.2). Мы постро-
им локально наиболее мощный тест для проверки Яо против односто-
ронних, скажем, правосторонних альтернатив

/?>#,, (6-2.1)
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основанный на векторе знаков Sn(/30), определенном в (6.1.4)—(6-1.5).

С вероятностью 1 реализациями S"(/?o) служат последователь-
ности длины тг, составленные из +1 и — 1. Пусть sn = (sj,..., sn) —

произвольная последовательность такого вида. Положим

7 « „ ( « я ) = J2 s * - ' s * > * = 1 . - " . « - 1 . (6-2.2)
k=t+l

Т е о р е м а 6.2.1. При условиях 6.1.1-6.1.3 и п ^ 2

) ( ) ) ( - р о ) , Р-> Ро-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через fi^,- сигма-алгебру,
порожденную случайными величинами {SJ, j ^ г'}, jf(«)— индикатор
события. Тогда для п = 1

0) =

так как £i и п^о независимы. Итак,

(6.2.3)

В силу условия 6.1.3 д(х) удовлетворяет в нуле условию Гёльдера про-
извольного порядка 0 < 8 < 1 с некоторой постоянной h — h{6). Поло-
жим 6 — min(A, 1). "Тогда
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где \е(х)\ ̂  h\x\1+6, ft не зависит от х. Отсюда

E,G((A,-/?)«„) =

А ) {(fo ) ) } | + <>(/? - Д>), (6.2.4)

так как (7(0) = 1/2, Е^ио = 0, E/3|w0|
1+(f < оо в силу условий 6.1.1,

6.1.2. Из (6.2.3)-(6.2.4) получаем

P/J{£I(/?O) = SI} = | + O( /? -A>) . (6.2.5)

Аналогичные, хотя и более громоздкие вычисления приводят к соот-
ношению для п ^ 2:

-/?о). (6.2.6)

Рекуррентное соотношение (6.2.6) при начальном условии (6.2.5) вле-
чет утверждение теоремы 6.2.1. •

Следующая теорема дает статистический тест для проверки
(6.1.3) против (6.2.1). Она непосредственно вытекает из теоремы 6.2.1.

Т е о р е м а 6.2.2. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.

Тогда локально наиболее мощный тест для проверки гипоте-
зы Но: /3 = /?о против альтернативы # * : /? > /?о, основанный на
векторе знаков Sn(0o), имеет при п ^ 2 критическую область

": 2 - ) ^ о ~ 1 т ' п ^ п ) > c o n s t }• (6-2>7)

Для левосторонних альтернатив локально наиболее мощный тест
для проверки Но выглядит аналогично и отличается от (6.2.7) лишь
знаком неравенства. В случае двусторонних альтернатив Hi: /? ф Д>
мы предлагаем использовать двустороннюю версию (6.2.7) с крити-
ческой областью

Q n = | s n : I^Aj-^tnO» 1 1) > const}. (6.2.8)



182 ГЛ. 6. ОДНОПАРАМБТРИЧЕСКАЯ АВТОРЕГРБССИЯ [Ч.П

Для Sk(6), k = 1,..., п, из (6.1.4) положим

n
Г,„(0)= £ &_«(*)&(0) , < = 1 , . . . , п - 1 , (6.2.9)

Тогда /,f (/?o) есть статистика тестов (6.2.7) и (6.2.8). При гипотезе
Но статистики Г<п(/?о) превращаются в статистики

Г,„(/?о)=
k=t+l

распределенные для любого п свободно от G(x) при условии 6.1.1.
Следовательно, в этом случае и тестовая статистика /,f (/?о) также
свободна от G(x) при любом га. Хотя распределение /,f (/?о) зависит
от /?о, оно может быть оценено методом статистических испытаний.
Таким образом, критические значения в (6.2.7) и (6.2.8) могут быть
вычислены.

Мы приводим некоторые результаты таких вычислений в § 6.8.
Там, в частности, для п = 50(50), 200, /?0 = 0, ±0.1, ±0.2,.. .,±0.9 и
а = 0.05,0.95 приведена таблица квантилей с£(/3о) уровня а норми-
рованной статистики

(Статистика ГП)5(/?о)) как следует из приведенных далее соотноше-
ний (6.2.14), имеет при Но асимптотическую единичную дисперсию и
нулевое среднее.) Кроме того, множество

Ш>па = {в: с«(0) < Tn,s($) < с^Ч

является при каждом п доверительным множеством для 0 надежности
не меньше 1 - 2а. Функции квантилей с"(9) и с*~а(0) могут
быть оценены на сетке значений в. Строя одновременно кривые с£(в),
сп~а(0) и Tn,s(6), можно построить явно множество В п а , и мы делаем
это в примерах в § 6.8.

В важном частном случае гипотезы Но: /? = 0, соответствую-
щем предположению о независимости наблюдений, тестовая статисти-
ка /,f (0) есть

п

(6.2.13)
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При Но: Р = О и условии 6.1.1 распределение статистики (6.2.13)
сводится к биномиальному, ибо по биномиальному закону Bi(n-1,1/2)
распределена случайная переменная

2 £ С1 + signOr*_l£*)) = - (п - 1 + Г1п(0)).
ffc=2

Чтобы в этом убедиться, достаточно проверить (индукцией по п), что
случайные величины sign(£i£2),sign(e2£3), • • •,sign(en_ien) при усло-
вии 6.1.1 независимы и

Р{ sign(£fc_i£jt) = -1} = Р{ sign(£fc_iefc) = 1} = - .

Упоминания о знаковом тесте со статистикой (6.2.13) для проверки
независимости уже встречались в литературе. В частности, такой
тест был предложен в [61], где было указано его распределение при
гипотезе.

При Но и условии 6.1.1 распределения случайных переменных
Г«„(/?о) из (6.2.11) при любом t = 1,2,..., п - 1 тоже сводятся к бино-
миальным, а именно,

( п * + Г,„(/?0))

Кроме того, легко проверить, что при гипотезе Но и условии 6.1.1

Е/3оГ<„(/Зо) = 0, Е/3оГ<„(/Зо)Гг„(/?о) = ( п - ^ г , (6.2.14)

где Str — символ Кронекера.

Из этих свойств вытекает следующия теорема, которая описывает
поведение тестовой статистики при гипотезе.

Т е о р е м а 6.2.3. Пусть выполнено условие 6.1.1.

Тогда при гипотезе Но: /? = /?о

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для 1 < к < п - 1 имеем

п-1

',f (АО = п~1/2 £
1=1
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где

Хкп = п-1'2 J2
t=k+l

Перепишем Zkn в виде

Zkn = n~

где ajk = sign(£j£J+1) + /?0sign(eie,4.2) + • • •+ Af""1 sign(e_,-£;•+*),
1/\| « t » | ^ ( l + 2 + ... + k ) n \

Величины {ajk, j = 1,..., n} образуют выборку из строго стацио-
нарного ^-зависимого процесса, что влечет с учетом (6.2.14)

в силу [2, 45, теорема 7.7.5]. Очевидно,

Осталось заметить, что V<5, £>0лк>кав силу (6.2.14)

и применить лемму 5.3.1. Теорема доказана. П

В силу этой теоремы при больших п для вычисления критических
значений в (6.2.7)—(6.2.8) можно использовать нормальную аппрокси-
мацию. Кроме того, множество

(6.2.15)

является асимптотическим доверительным множеством для неизвест-
ного параметра /3 уровня 1 — 2а.

В заключение параграфа отметим простой, но важный факт: если
{е{} — разнораспределенные случайные величины, но

P{ £ i < 0} = Р{£,- > 0} = 1/2, i € Z, (6.2.16)

то распределение вектора S n ( f t) , а значит, и распределения ста-
тистик I\n(/?0), 1„(0о) при HQ останутся свободными от G(x) и таки-
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ми же, как в случае одинаково распределенных {е,-}. Отсюда следует,
что при Но и условии (6.2.16):

множество Шпа из (6.1.12) останется доверительным множеством
для /3 надежности не меньше 1 - 2а;

утверждение теоремы 6.2.3 о предельном распределении ста-
тистики п " 1 / 2 / ^ (/?0) будет по-прежнему справедливым;

множество Апа из (6.2.15) останется асимптотическим довери-
тельным множеством для /3 надежности 1 — 2а.

Результаты, представленные в этом параграфе, были опублико-
ваны в [56]. Теорема 6.2.1 иным, чем здесь методом, была получена в
[34].

§ 6.3. Знаковые тесты в нестационарной авторегрессии

В этом параграфе будем рассматривать нестационарную схему
авторегрессии из § 5.4

«,•=/?«;_!+£,•, « = 1,2,..., «о = 0, (6.3.1)

в которой {е,-} — н.о.р.сл.в. с неизвестной функцией распределения
G(x); /3 £ Ш.1 — неизвестный параметр.

Из (6.3.1) следует, что

i-i

U i = 5 > V . j , i = 1 , 2 , . . . (6.3.2)
j=o

Пусть наблюдения щ,...,«„ порождаются соотношением (6.3.1).
Цель параграфа — построить и изучить в схеме (6.3.1) локально опти-
мальные знаковые тесты для проверки гипотезы (6.1.3) HQ: /3 ~ J3Q.

Замечательно, что нам удастся сделать это при всех возможных
Аь При конечных п результаты будут вполне аналогичны изложен-
ным в § 6.2. Асимптотические результаты будут схожи с результата-
ми, изложенными в § 5.4.

Итак, пусть вектор знаков S"(/?o) определен в (6.1.4)-(6.1.5); sn =
= («i)...)Sn), sn = ±1, есть вектор реализаций Sn0o), величины
jtn(sn) определены в (6.2.2). Следующая теорема показывает, что
разложения правдоподобия вектора 5"(/?о) в схемах (6.1.1) при |/?0| < 1
и (6.3.1) при любом /?о одинаковы.

Т е о р е м а 6.3.1. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.
Тогда в схеме (6.3.1) при п ^ 2 для любого (30 £ I 1

\J2
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Доказательство теоремы 6.3.1 получается с помощью представле-
ния (6.3.2) тем же методом, каким доказательство теоремы 6.2.1 по-
лучается из представления (6.1.2). Поэтому мы его опускаем.

Непосредственно из теоремы 6.3.1 следует утверждение теоре-
мы 6.3.2.

Т е о р е м а 6.3.2. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.
Тогда для любого ft 6 I 1 в схеме (6.3.1) при п ^ 2 тест с

критической областью

®t = {*"•• X>o~S»(«") > const} (6.3.3)
<=i

является локально наиболее мощным для проверки гипотезы Но: /? =
= /?о против альтернативы Н^: /3 > /?о среди всех тестов, основан-
ных на знаках 5"(/?0).

Разумеется, если в (6.3.3) поменять знак неравенства на противо-
положный, то получим критическую область локально наиболее мощ-
ного (ЛНМ) знакового теста для проверки Но против левосторонней
альтернативы HQ : /3 < /?о •

Пусть статистика 1^(6), в € Ж1, определена соотношениями
(6.2.10) и (6.2.9). Тогда /,f (/?о) есть тестовая статистика для (6.3.3).
Как и в предыдущем параграфе, она свободна от G(x) при гипотезе
Но и единственном условии 6.1.1 при любом /?о G Ж1.

Квантили /,f (/?о) обозначим с£(/3о), их можно оценить методом
Монте-Карло при любом /?0 € Ж1. Множество

Й п а = {в: с«(А) < 1*(0) < с^ЧРо)}

есть доверительное множество для /? надежности не меньше 1 — 2а.
Построить Bnoj. явно можно так же, как в стационарном случае
(см. § 6.8).

Итак, ситуация при конечных п (применительно к знаковым те-
стам) вполне аналогична стационарному случаю. Интереснее вопрос
об асимптотическом распределении 1„(Ро) при Но и условии 6.1.1.
Прежде всего заметим, что если 1пф,в) — информация Фишера о
параметре /?, содержащаяся в Sn(0), то в силу теоремы 6.3.1

С помощью (6.2.14) находим

t=1



4 J 4 § 6.3. НЕСТАЦИОНАРНАЯ АВТОРЕГРЕССИЯ 187

Следовательно, /„(/?,/?) ~ (2^(0)Ej^i|) 2^(^), где d%(j3) определено
соотношением (5.4.4), т.е.

«72, И = 1,
U 2 n / ( i - / ? 2 ) 2 , |/?l>i.

Сравнивая знаковую информацию /„(/?,/?) с информацией ./„(/?) из
§ 5.4 (см. соотношения (5.4.3)-(5.4.4)), видим, что они различаются
при каждом п постоянной ( 2 ( 0 ) E | j )

Обозначим R{0) распределение случайной величины (3 -т=(£2—1),

где £ ~ #(0,1). При |/?| > 1 обозначим также L(/3) распределение
/ ? 2 - 1

случайной величины —-^—£г), где £ и ц — н.о.р.сл.в.,

{ a,-, i = 1,2,...} — последователность н.о.р.сл.в., Р{ а,- = ±1} = 1/2.
Следующая теорема описывает асимптотическое нулевое распределе-
ние тестовой статистики.

Т е о р е м а 6.3.3. Пусть верна гипотеза Но: /? = /?о.

Тогда при условии 6.1.1 в схеме (6.3.1)

N(0,1), |/?о|<1,

ВД), N = 1,

Теорема 6.3.3 аналогична теореме 5.4.1. В частности, при |/?0| > 1
слабый предел rf^1(^o)/^(^o) есть произведение двух независимых,
одинаково распределенных (н.о.р.) финитных сомножителей. Ана-
логично числитель Un оценки наименьших квадратов (см. доказа-
тельство теоремы 5.4.1) представлялся произведением двух н.о.р.
гауссовских величин. Разумеется, утверждение теоремы 6.3.3 оста-
нется справедливым и для разнораспределенных {е;}, удовлетворяю-
щих (6.2.16).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для случая |/?о| < 1 утверждение
теоремы 6.3.3, очевидно, следует из теоремы 6.2.3.

Пусть /?о = 1 (случай /?о = — 1 аналогичен). Обозначим ради
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краткости а,- = sign £,•. Тогда при Но

t = l 8 = 2 j = l

Поскольку при условии 6.1.1 п.н.

п »—1

то с вероятностью 1

_L[/ -1/2 V^ \ 2 _ I _ л/2

1 = 1

п . .

Очевидно, n~1'2J2ai—>-АГ(О,1), откуда d~1(l)/^(l) —i+ Д(1).

Пусть теперь /?о > 1 (случай /Зо < — 1 аналогичен). Тогда

t = i

где а = /2J71. Пусть п + 1 > 2к, к фиксировано. Тогда

Sn := Гя-1,п(А>) + аГ„_2,п(/30) + . . . + ап~2Г1п(/?0) = Z*n + ХА,„,

где

Zbn = Г„_11П(/ЗЬ) + . . . + o'-^n-fc.nt/fc),

Z f c n = а*Г„_*_1)П(/?о) + . . . + а"-2Г1 п(/?0).

В силу (6.2.14) при Но и условии 6.1.1

supЩ0Х
2

кп < V ( i + l)a 2 f -•О, Jb -»• оо. (6.3.4)

Рассмотрим Zkn. Имеем при Но

i + а2а„) + ...
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Введем последовательность н.о.р.сл.в. {bit г = 1,2,...}, которая
не зависит от {а,}, Р{6; = ±1} = 1/2. Поскольку аи...,ак и
o-n-k+i, • • ;ПП независимы между собой при п + 1 > 2k, то Zkn со-
впадает по распределению с величиной

•f a2bi) + ... -f- a l(a,xbk + a2bk-i + ... + a ^ i ) .

Следовательно, при фиксированном к

Zkn^Zk. (6.3.5)

Очевидно,

Соотношения (6.3.4)-(6.3.6) обеспечивают выполнение условий лем-
мы 5.3.1, в силу которой

Sn ^ (ai + аа2+ . . .)(*! + «*2 +•••)= ^ . (6.3.7)

в 3 — 1
Поскольку dJT^AOAf (А>) = -^з2—^"> т о утверждение теоремы сле-

дует из (6.3.7) и определения L(/30). •

§ 6.4. Теорема о равномерном стохастическом
разложении. Мощность знаковых тестов
при близких альтернативах

Продолжим рассмотрение стационарной схемы (6.1.1) и перейдем
к исследованию асимптотической мощности тестов со статистикой
rc~1/f2/,f (/?о) (см. определение в (6.2.10) и (6.2.9)) при альтернативах
(6.1.6)

#1„(а): Р = Р* •= 0о + an'1'2 + o{n~ll2),

а — постоянная. Стандартный путь для отыскания предельного рас-
пределения тестовых статистик при контигуальных альтернативах
состоит в использовании третьей леммы Ле Кама. Мы получим соот-
ветствующее утверждение для статистики n~1(/2/,f (/?o) иначе — как
следствие формулируемой ниже теоремы 6.4.1, которая понадобится
нам также в § 6.6 для исследования знаковых оценок. Эта теорема в
предположении, что альтернатива # i n ( a ) верна, описывает линейное
стохастическое разложение процесса п~1/21%(/3„ + п " 1 ^ ) , равномер-
ное для |0| < в п , где ©п —*• °о со степенной скоростью.

Обозначим"
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Т е о р е м а 6.4.1. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.
Тогда при альтернативе Н\п(а)

sup \n-1'2lS(pn + n-1'26)-n-V4S(pn)-Xs(/30)6\ = op(l), (6.4.2)

где 0„ = 0тг«, а < Щ^Щ> ^ = min(A,l), 0 < 0 < со.

Доказательство теоремы 6.4.1 весьма кропотливо, и мы вынесли
его в приложение, § 6.9. Для случая а = 0, т.е. 0„ = 0, эта теорема
была сформулирована и доказана в [56]. Усиление результата для
случая а > 0 окажется существенным в дальнейшем, в частности в
§6.6.

Из этого доказательства теоремы 6.4.1 в § 6.9 (а именно, из соот-
ношения (6.9.4), леммы 6.9.2 и доказательства леммы 6.9.6) следует,
что при фиксированном t = 1,2,.. .в условиях теоремы 6.4.1

sup \n

(6.4.3)
Сопоставление (6.4.3) с определениями 1^(0) и As(/?) соответственно
в (6.2.10) и (6.4.1) объясняет вид второго члена разложения (6.4.2).

Приведем здесь же полезное следствие из теоремы 6.4.1.

С л е д с т в и е 6.4.1. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3 и
Рп — любая последовательность, для которой п112~а{рп — /?п) —

Тогда при Н\п{а)

0п) = п- 1 ' 2 /п

5(/?„) +

Д о к а з а т е л ь с т в о . При любых г > О и О < 0 < о о ,
0 „ = 0 п а имеем

фп -ftn)\>e} <

п{|»-1/2 tf (А. + V*0n - !$п)п-^) - n-1/2 l£{fr) -

, -Рп)\ > е,

sup
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Обе последние вероятности сколь угодно малы при всех достаточно
больших п и достаточно большом в : первая в силу теоремы 6.4.1, а
вторая в силу условия n 1 / 2 ~ a (^ n - /?„) = Ор(1). •

Легко проверить, что при условии 6.1.1 асимптотическое распре-
деление статистики п " 1 / 2 / ^ (/?„) при альтернативе Н\п(а) из (6.1.6)
то же самое, что и статистики п" 1 / 2 /,f (/?о) при гипотезе Но из (6.1.3).
С учетом этого замечания следствие 6.4.1 (с /?„ = /?о и а = 0) и тео-
рема 6.2.3 влекут следующую теорему.

Т е о р е м а 6.4.2. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.

Тогда при альтернативе Hin(<*)

и, следовательно,

Отсюда асимптотический сдвиг нормированной статистики

при Hin(a) равен

Ss(Po) = 2*(0)E|ei |(l -/?0

2Г1 / 2«- (6-4.4)

Отсюда асимптотическая мощность соответствующего теста уров-
ня а, например, при альтернативе

() / /о + ( ) а > 0,

равна

Разумеется, из (6.4.3) следует, что при фиксированном t в услови-
ях теоремы 6.4.2 статистика n~1/2r<n(/?o) асимптотически нормаль-
на JV( - As(O)/3o"1a, l) . Таким образом, асимптотический сдвиг ста-
тистики п~х12Т%п(13а) при Hin(a) равен

6ts = - '

Обозначим 1п(0,в) информацию Фишера о параметре 0, содержа-
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щуюся в S"(в). В силу теоремы 6.2.1

tf'Sn(*n)- (6-4-5)

Из (6.4.5) и определения /,f (/?о) (6.2.10) следует, что

Заметим, что знаковая информация /„(/?,/?) в стационарной схеме
(6.1.1) оказалась равной (в случае |/?| < 1) знаковой информации в
нестационарной схеме (6.3.1) (см. § 6.3).

Пользуясь (6.2.14), аналогично § 6.3 получаем

п-ЗДсА) )- (2я(0)Е|е1|)
3(1-А?)-х. (6-4.6)

В силу (6.4.6) для асимптотического сдвига из (6.4.4) получаем
представление

= lim ( n ~ h n { p l l \
п

Последнее представление аналогично хорошо известному соотноше-
нию для сдвига статистики локально наиболее мощного теста в случае
независимых наблюдений при стандартных условиях регулярности
(см., например, [18, 59, § 9.3]).

В следующем параграфе мы выпишем АОЭ построенного знако-
вого теста со статистикой Tn,s(A)) относительно тестов, основанных
на оценках наименьших квадратов, модулей, а также ранговых и ме-
дианных тестов.

§ 6.5. Сравнение знаковых тестов
с другими непараметрическими тестами

Сравним построенные и изученные в § 6.2 и 6.4 (т.е. в стацио-
нарном случае) знаковые тесты с тестами, основанными на обще-
употребительных оценках наименьших квадратов /3n,LS, наименьших
модулей fin,LD, а также с непараметрическими ранговыми и медиан-
ными тестами, краткие описания которых дадим ниже.

Начнем с оценки наименьших квадратов fin,LS- Как уже отме-
чалось в п. 5.3.2 (см. (5.3.12)), если Eei = 0, Eef < оо и верна
альтернатива

Hin(a): /3 = /?„ := /?0 + an" 1 / 2 + о(п
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то

:Ч 1).
(6.5.1)

В силу (6.5.1) и (6.4.4) асимптотическая относительная эффектив-
ность (АОЭ) теста со статистикой Tn,s(Po) = п~^2у/1 - /?0

2/,f(/?0)
относительно теста, основанного на статистике rn)i,s(/?o), равна

es,i5 = (2 g(0)E\El\)*. (6.5.2)

Эффективность e^.ij не зависит от 0а и не изменяется при изме-
нении параметра масштаба G(x). В частности, для G(x) ~ N(0,1)
es.LS = (2/т)2 « 0.41; для функции распределения Лапласа es,z,s =
= 1; для логистической функции распределения G(x) es,LS =
= (Iog2)2 да 0.48; для G(x) с тяжелыми хвостами es,jrs может
быть и больше единицы, и вообще сколь угодно большой. Скажем,
для смеси Тьюки, когда G(x) = (1 — е)Ф(х) + еФ(х/т), находим

)( l + ( l ) ) j оо, т - ю о .

Если & — класс функций распределения, имеющих четную плотность
с максимумом в нуле, то задача

е5)Ь5 = (2<?(0)Е| г 1 | ) 2 => urf (6.5.3)

имеет решением G(x) ~ й(-0.5,0.5), и в этом случае es,LS = 1/4.
Таким образом, на естественном классе <& АОЭ ограничена снизу.
Доказательство этого факта вполне аналогично доказательству тео-
ремы 3.3 из гл. 5 в [19, 95].

Для оценки наименьших модулей /?n,L£> при Hin(a) в силу теоре-
мы 5.5.4 имеем

N(a, (1 - /?0

2)((2<?(0))2Е£
2)-1). (6.5.4)

В силу (6.4.4) и (6.5.4) АОЭ es,LD теста со статистикой Tn,s{Po)
относительно теста, основанного на у/п(рПхю - /?o)i равна

es,LD = (6-5-5)

Тест, основанный на статистике y/n{0n,LD — До)> можно применять,
если известна предельная дисперсия оценки /?П)иэ> равная в силу
теоремы 5.5.4 (и при #о, и при #i n (a))

7 М. В. Болдин и др.
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или ее состоятельная оценка. Удобнее поэтому пользоваться тестовой
статистикой ТП)££>(/?о) из п. 5.5.2:

s2

n = п~

В силу теоремы 5.5.4 при Hin(a)

^ - А?Г1 / аа, l),

следовательно, АОЭ знакового теста относительно теста со статисти-
кой ТП1ю{Ро) также равна es,LD из (6.5.5). Эта эффективность не
зависит от /?о и параметра масштаба G(x). Хотя es,LS < 1> напо-
мним, что f3n,LD асимптотически нормальна при Hin(a), в частности,
при условии E |e i | 2 + A < оо, в то время как для знаковой статистики
достаточно условия E |e i | 1 + A < оо.

Перейдем теперь к ранговым тестам. Проверка гипотез с помо-
щью локально оптимальных ранговых и знако-ранговых тестов в схе-
мах авторегрессии-скользящего среднего и линейной регрессии с ав-
токоррелированными остатками имеет давнюю историю и обширную
библиографию. Как правило, рассматривались схемы с конечной дис-
персией, удовлетворяющие условию ЛАН, асимптотическое исследо-
вание проводилось с использованием {/-статистик, мощности тестов
при контигуальных альтернативах находились с помощью третьей
леммы Ле Кама (см., например, [34, 68-71, 92] и имеющуюся там би-
блиографию).

Иной подход (и родственный представленному в настоящей кни-
ге) использован в [55], где строятся и исследуются ранговые оценки
параметра в однопараметрической авторегрессионной схеме с, вообще
говоря, бесконечной дисперсией. Этот подход применим и для про-
верки гипотез.

А именно, пусть

£к(0) = ик - вщ-i, к = 1,...,п,

и пусть Rk(0) — ранг еъ{в) в последовательности £i(0),...,en(6)-
Известно (см., например, [34]), что при естественных условиях

регулярности ЛНМ тест для проверки Но'- Р = Ро против односто-
ронних альтернатив, основанный на рангах RiiPo),..., Rn(Po)> имеет
статистикой

Ё Ё а»(Я*-«(Д>),Як(А>)), (6-5.6)

где двуместные метки an(t, s) = Es(t) /(£(,)), l(x) = g'(x)/g(x). Тесто-
вая статистика (6.5.6) зависит от ^(ж), и ЛНМ ранговый тест, как
обычно, является параметрическим. Легко видеть, асимптотически-
ми для меток an(t, s) будут метки G" 1 (t/(n + 1)) l(G~1(s/(n + 1))J •
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Структура последних определяет естественный класс непараметри-
ческих тестовых статистик

n-1

"о

функции ^t(u), и G [0,1}, теперь не обязаны зависеть от G(x).
Для исследования (6.5.7) рассмотрим процесс

п - 1

t=i

где

+1

Относительно функций <pi(u), i = 1,2, и G(a;) сделаем следую-
щие предположения.

У с л о в и е 6.5.1. Etpi (G(e{j) = 0, <pi(u) дифференцируемы и
<p'i(u) липшицевы.

У с л о в и е 6.5.2. Eei = 0, E |e i | 1 + A < оо для некоторого
Д > 0 .

У с л о в и е 6.5.3. supg(x) < со, д(х) удовлетворяет условию

Липшица.

У с л о в и е 6.5.4.

Используя метод из [55], можно показать, что если выполнены
условия 6.5.1-6.5.4, верна Н1п(а), 0 < 0 < оо, то

sup

Это стохастическое разложение влечет аналогично теореме 6.4.2, что
при #1„(а) и условиях 6.5.1-6.5.4

откуда

/ ^ N(-\R(fio)«> ))
(6.5.9)
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При непрерывной G(x) и гипотезе Я о статистика ^(/?о) свободна от
G(x) при конечных п.

Рассмотрим случай спирменовских меток <fi(u) = и — 1/2 и пусть

В силу (6.5.9) при гипотезе Я о статистика Тп>я(/?о) распределена
асимптотически как стандартная гауссовская величина. При Hin(a)

Т„,л(/?о) ^ # (12 ( / Sf2(*)dx /*G(«) flf(*)rf«)(I - A,2)" 1 / 2a,-1).

(6.5.10)
Из (6.4.4) и (6.5.10) следует, что АОЭ es,n ЛНМ знакового теста со
статистикой Tn.s(/?o) относительно теста со статистикой Тп,я(А)) в

случае спирменовских меток есть

( 0 ) Е Ы ) ' ( М . 1 Ц
144 ( / g\x)dx f xG(x) g(x)dxj'

и не зависит от /?0 и параметра масштаба G(x). В частности, для
G(x) ~ ^(0,1) estR ?a 0.44; для логистической G(x) es,R « 0.48; для
лапласовской (?(ж) в5,я * 0.82.

В приведенных примерах es,R < 1. Это свидетельствует, как,
впрочем, и следовало ожидать, о предпочтении ранговых тестов пе-
ред знаковыми. Напомним, однако, что статистика га"1'2/^(/?о) П Р И

гипотезе Яо: /3 = /30 сохраняет предельное гауссовское распределе-
ние (и распределение при конечных п) и для разнораспределенных £,-,
удовлетворяющих условию (6.2.16). Ранговые статистики требуют
одинаковой распределенности величин е,-.

В заключение параграфа рассмотрим еще медианные тесты, вве-
денные в [52], и связанные с медианной оценкой из п. 5.5,3. Они
получаются следующим образом.

Пусть рп,м — медиана массива

Тогда (см. § 5.5) при условиях 6.1.1-6.1.3

МКм -13) = -А^О?) п-1'21?{0) + Ор(1), (6.5.12)

где

Ам(/?) = -2д(0)Щ\и1\, 1^(9) = ]Гsignupsign(u* - 0ufc_i).
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Тестовая статистика для проверки #о определяется главной частью
разложения (6.5.12) и равна Т„ м{Ро) = п~ 1 / 2 /^(^ 0 )- При услови-
ях 6.1.1-6.1.3 и #1„(а)

Т„,м(А>) ^ N( - Хм(/30)а, 1). (6.5.13)

Напомним (см. п. 5.5.3), что при гипотезе Но и предположениях
Elog+ \et\ < оо и P{si < 0} = P{si > 0} = 1/2 статистика / ^
свободна от G(x), а именно

Из соотношений (6.5.13) и (6.4.4) следует, что АОЭ ев,м(/?о) знаково-
го теста со статистикой Tn|s(/?o) относительно теста со статистикой
Тп,м(Ро) равна

= (1 - A?)"1 (Eki I/B̂ o 1«г|)2. (6.5.14)

Из (6.1.1) следует

что влечет совместно с (6.5.14)

1 - I A I .

При G(x) ~ ЛГ(0,1) es,M = 1 при всех /?0, а при ^о = 0 e S i M = 1
при всех G(x), удовлетворяющих условиям 6.1.1-6.1.3.

В заключение параграфа подчеркнем особо: если знаковые тесты
(а также ранговые и медианные) свободны от G(x) при конечных п,
то общеупотребительные тесты, основанные на оценках 0n,LS и /?«,£#,
свободны от G(x) лишь асимптотически.

§ 6.6. Знаковые оценки параметров

В этом параграфе мы строим непараметрические знаковые оцен-
ки параметра /? в схеме (6.1.1) по наблюдениям «о, «i,..., ип, удовле-
творяющим (6.1.2). Метод оценивания основан на результатах § 6.2 и
§6.4.

6.6.1. Знаковая оценка /?„,5. Введем величины

л(в) = 2 Р / , { ( « 1 - в « о ) ( « ж - ^ и , ) > О } - 1 ) < = 1,2,... (6.6.1)

При фиксированном в для Г<„(0), определенных соотношением (6>2.9),

Ерп~%п{в) = (1-1/п)р{(в), * = 1,2, . . . ,п-1. (6.6.2)
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Из (6.6.2), пользуясь определением l£(9) (6.2.10) и неравенством
\pt{9)\ ^ 1, получаем для \в\ < 1

где

^Ptiey (6-6.3)
1=1

Равномерную сходимость п"11^(6) к As{0) по вероятности уста-
навливает следующая теорема.

Т е о р е м а 6.6.1. Пусть G(x) удовлетворяет условию Лип-
шица и E |ei | A < оо при некотором А > 0.

Тогда при любом 0 < 8 < 1

sup \п~Ч^(в)

и функция As(0) равномерно непрерывна для \в\ ^ 1 — б.

Доказательство теоремы 6.6.1 мы не приводим, оно идейно и тех-
нически близко к доказательству теоремы 6.4.1. Заинтересованный
читатель может найти его в [56].

При условиях 6.1.1-6.1.3 легко вычислить производную функции
As(0) в точке в = /?, которая оказывается равной As(/?) из (6.4.1).
Теоремы 6.6.1 и 6.4.1 утверждают, таким образом, что

А3(в) + ор(1), (6.6.4)
„s (/3 + п-^в) = п - 1 ' 2 /,?(/?) + А5(/?) в + ор(1), (6.6.5)

причем бесконечно малые в (6.6.4) и (6.6.5) равномерно малы на ком-
пактах |0| ^ 1 — 8 — в первом и |(?| ^ 0„ — во втором случае.

Очевидно, Ад(/?) = 0 при условии 6.1.1. Это замечание вместе с
теоремой 6.6.1 позволяет утверждать, что если функция As(0) имеет
единственный корень на некотором отрезке, содержащем /3, то урав-
нение

- 0 (6.6.6)

с вероятностью, стремящейся к единице, будет иметь корень /3n,s> и

этот корень будет состоятельной оценкой для /?. Символ -г в (6.6.6)
означает, как и раньше, что под решением понимаются те точки 9,
в которых функция 1„ (в), имеющая только разрывы первого рода,
переходит через нуль.

Таким образом, естественно искать оценку неизвестного пара-
метра /? как решение уравнения (6.6.6), по модулю меньшее единицы.
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Мы уже упоминали в § 5.6 класс RA-оценок, определяемых как
решение уравнения

п-1

X>i(tfn,0)-=-O, (6.6.7)
»=i

в котором Un = («о,..., ип) и

•ф{(ип,в) = т)(щ -0и,-_1, щ+1 -вщ) + вг1(щ-вщ-1,ъц+2-ви{+1) + ...

^ - 0tu_i,ип - 0un-x). (6.6.8)

Такой класс оценок был введен в [58] для общей схемы авторегрессии—
скользящего среднего.

Из определения ff (0) (6.2.10) следует, что и знаковая оценка /?n>s
является RA-оценкой с

>7(£ъ6) = signal, &).

К сожалению, ДА-оценки были исследованы лишь для гладких функ-
ций т}, поэтому мы не можем воспользоваться имеющимися результа-
тами и будем исследовать знаковые оценки непосредственно. Основ-
ной результат в этом исследовании — теорема 6.4.1.

Любопытно подчеркнуть, что ДА-оценки были введены без вся-
кой связи с тестами, в то время как наши непараметрические зна-
ковые оценки естественно порождаются локально оптимальными не-
параметрическими знаковыми тестами.

Вернемся к уравнению (6.6.6). К сожалению, установить отдели-
мость корня 9 — (3 функции As (в) при весьма скромных предположе-
ниях теоремы 6.6.1 не удается. Далее до конца этого параграфа при
исследовании решения (6.6.6) мы предполагаем выполненными более
сильные условия 6.1.1-6.1.3. При этих условиях мы устанавливаем не
только существование, но и асимптотическую нормальность решения
AJ,S уравнения (6.6.6).

Следующая теорема 6.6.2 была опубликована в [56].

Т е о р е м а 6.6.2. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.
Тогда с вероятностью, стремящейся к единице, существует ре-

шение Д,5 уравнения (6.6.6) такое, что

где
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Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 6.4.1 (с /?„ = /?0 = /?)
при достаточно большом А > О

п - 1 ' 2 /„*(/? - Аи-1'2) = п- 1 / 2 If (/?) - А5(/?)Л + ор(1) > О

с вероятностью, сколь угодно близкой к единице, равномерно по п >
> щ, так как

в силу теоремы 6.2.3 и \s(P) < 0. Выписывая аналогичное неравенство

убеждаемся, что в интервале (/3—Ап~1/2,(3+Ап~1/2) с вероятностью,
сколь угодно близкой к единице, равномерно по п > по существу-
ет корень Д,,5 уравнения (6.6.6) и \/"(Д»,5 - /?) = Ор(1). В точках
разрыва функция /,f (0) имеет скачки не больше 2(1 — О2)'1, поэто-
му n~1^2l^0nis) — ор(1). Применяя следствие 6.4.1 (с Д, = 0n,s,
/?„ = /?0 = /?, а = 0), получаем представление

которое влечет в силу теоремы 6.2.3 сходимость

где

Теорема 6.6.2 доказана. •

Теорема 6.6.2 позволяет вычислить АОЭ знаковой оценки 0n,s
 B

сопоставлении с другими. Например, с оценкой наименьших квадра-
тов 0n,LS, оценкой наименьших модулей /3п,ю и медианной оценкой

Дп,м-Эти эффективности оказываются равными es,i,S) £S,LD и es,M
соответственно и определены соотношениями (6.5.2), (6.5.5), (6.5.14)
соответственно. Относительно них можно повторить все сказанное в
§ 6.5.

Сравним знаковую оценку j3n<s с ранговой, которая получается
решениям уравнения

функция /*(0) определена в (6.5.8). Последнее уравнение, как пока-
зано в [55], при условиях 6.5.1-6.5.4 с вероятностью, стремящейся к
единице, имеет такое решение /?п,д, что
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где

С помощью последнего соотношения легко найти АОЭ знаковой оцен-
ки (3n,s относительно ранговой /?П)я, и в случае спирменовских меток
она равна эффективности es,R из (6.5.11). Отметим, что ранговые
оценки типа fin,R в многопараметрической авторегрессии с конечной
дисперсией, удовлетворяющей условиям ЛАН, исследовались в [65], но
иным, чем в [55], методом.

6.6.2. Знаковая оценка /3*>s. Если корень уравнения (6.6.6)
при \0\ < 1 единственный, то его можно найти с нужной степенью
точности, например методом деления отрезка пополам. К сожале-
нию, функция In (в) не является монотонной (в отличие, например, от
1п°(0) и 1£*(в) из § 5.5), а потому гарантировать единственность ре-
шения уравнения (6.6.6) нельзя. Если же уравнение имеет несколько
решений, то необходим правильный выбор одного из этих решений.
Разумеется, в качестве j3n,s всегда можно брать корень уравнения
(6.6.6), ближайший к какой-нибудь •y/n-состоятельной оценке /?„ па-
раметра /?. Например, если G(x) симметрична относительно нуля и
Е log+ \ei | < сю, то годится /3n,is (см. п. 5.3.2), а если выполнены усло-
вия 6.1.1-6.1.3, то годится медианная оценка /?п,м (см. п. 5.5.3). Это
простейший выход из затруднения.

Второй способ состоит в построении оценки, асимптотически
эквивалентной /?n|s.

Т е о р е м а 6.6.3. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3, /?„ —
предварительная i/n-состоятельная оценка /?, <ГП — состоятель-
ная оценка Xs(/3),

Тогда

Доказательство теоремы 6.6.3 получается применением следст-
вия 6.4.1 (с /Зп = /?о = /?, а = 0) и теоремы 6.2.3.

Оценки /?n,s из теоремы 6.6.2 и /?п*5 из теоремы 6.6.3 эквивалент-
ны в смысле предельного распределения.
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О подходящих оценках /?„ мы уже говорили. Подходящих оце-
нок еп также несколько. Например, в силу следствия 6.4.1 (при
рп = j30 = 0) можно взять

е„ = (tf (Д. + An"1/») - J* (Д.)) (п

для фиксированного h ф 0. Также можно состоятельно оценить . _ , . , .
оценивая состоятельно по отдельности д(0) и E |e i | . Например, легко
проверить, что состоятельной оценкой среднего будет

fhn=n-lY \ик-рпик-А, (6.6.9)
fc=i

а состоятельной оценкой плотности д(0) — статистика типа
Парзена—Розенблатта

(6.6.10)

где ip(x) — стандартная гауссовская плотность вероятности, а
hn = n~a, 0 < а < 1/4. Тогда е„ = -2дптп(1 - ^ ) - 1 .

б.б.З. Знаковая оценка 0*s. В заключение параграфа рас-
мотрим еще один способ построения знаковой оценки. Его идея состо-
ит в том, чтобы от решения уравнения (6.6.6) перейти к задаче мини-
мизации функции 1£(в), но не по всем возможным в, как это обычно
делается, а по 9 из «асимптотически малого компакта»

где /?„ — предварительная -y/n-состоятельная оценка /3. При этом, что-
бы задача минимизации всегда имела решение, удобно в качестве це-
левой функции взять не /,f (0), а асимптотически равномерно близкую
ей кусочно постоянную функцию

п - 1

t=x

имеющую разрывы в точках щ/uk-i, к = 1,..., п. Итак, в качестве

оценки /? будем брать (и обозначать J3n,s) любую случайную величину,
являющуюся решением задачи

\1%фп,в)\=> Ы . (6.6.11)
0€<W)
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В качестве pn>s можно брать, например, середину самого левого отрез-
ка, на котором достигается минимум целевой функции в (6.6.11).

Можно показать (см. [9]), что при условиях 6.1.1-6.1.3 и 0 < в <
<оо

sup \п

Последнее соотношение и теорема 6.4.1 (с /?„ = /?о = /?) влекут сто-
хастическое разложение

SUp In"1/* lS0nJ + „-1/20) _ „-1/2 ,S ( / ? ) _ М/3Щ = ( 1 ) #

|«K01ogn

Из этого разложения в свою очередь следует (см. доказательство
следствия 6.4.1): если оценка (3* такова, что

то

п"1 / 2/£(&,#) = п"1/2tf(fl + As(/?)vW - /?) + оР(1). (6.6.12)

Рассмотрим теперь величину

для которой V"(Ai - ^) = Ор(1) в силу теоремы 6.2.3. Подставляя Д,
вместо ^ в (6.6.12), убеждаемся, что

п" 1 / 2 /,?(&,&) = *р(1)- (6-6.13)

Поскольку с вероятностью, стремящейся к единице, /?„ € Q (^п), то
в силу (6.6.13) любое решение Д,,5 задачи (6.6.11) и подавно удовле-
творяет условию

^^0пЛ,з) = ор(1). (6.6.14)

Теперь (6.6.12) (с /?„* = /?n,s), (6.6.14) и теорема 6.2.3 влекут следую-
щую теорему.

Т е о р е м а 6.6.4. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3 и

) р()
Тогда для любого решетя /?n,s задачи (6.6.11) имеют место со-

отношения
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В следующем параграфе мы изучим устойчивость построенных
оценок к выбросам в наблюдениях «о, ...,«„.

§ 6.7. Функционалы влияния знаковых оценок

Пусть при наличии засорения наблюдается вектор Yn =
= (Уо,---,Уп), где

К = Ч + гЦи *'€Z. (6.7.1)

В (6.7.1) величины {щ} подчиняются модели (6.1.1); {z]} —
н.о.р.сл.в., z] ~ Bi(l,7), 0 < 7 ^ 1; {&} ~ н.о.р.сл.в. с распре-
делением ц$\ последовательности {м,-}, {zj}, {£,•} независимы
между собой. Мы рассматриваем, таким образом, схему независимых
(одиночных) выбросов из §,5.6.

6.7.1. Функционал влияния знаковой оценки/?„,5• Знаковая
оценка /?п,5. определенная в случае незасореннои выборки уравнением
(6.6.6), в случае схемы (6.7.1) удовлетворяет уравнению

№,*)*0, (6.7.2)

в котором

i>i(Yn, в) = sign ( ( w - %_i)(y i + 1

+ в sign ((у,- - 0w_i

... + в"-1 sign ((у,- - %_i)(y n - %,_i ) ) . (6.7.3)

Как мы уже отмечали в предыдущем параграфе, знаковая оценка j3n,s
является /М-оценкой. Функционалы влияния таких оценок найдены
в [100], но, к сожалению, только для гладких функций г/, определяю-
щих оценку (см. (6.6.7)-(6.6.8)). Мы найдем функционалы влияния
знаковых оценок непосредственно, без привлечения упомянутых ре-
зультатов.

Аналогично теореме 6.6.1 показывается: в условиях формулируе-
мой ниже леммы 6.7.1 равномерно по \в\ ̂  1 - S, 0 < S < 1, для
любого 7> 0 ^ 7 ^ 1>

? ^ ) , (6.7.4)

где

о} - iY (6.7.5)



Ч.Щ § 6.7. ФУНКЦИОНАЛЫ ВЛИЯНИЯ 205

В действительности (6.7.4) верно и при условиях, более слабых, чем в
лемме 6.7.1. Однако мы не будем заниматься подобными уточнениями,
так как основная теорема 6.7.1 будет доказана именно в предположе-
ниях леммы 6.7.1.

Легко видеть, что при условии 6.1.1 As(0,/?) = As(/?) = 0, где
функция As(0) определена соотношением (6.6.3).

Л е м м а 6.7.1. Пусть Eei = О, G(0) = 1/2, E|£i |<oo, g(x)
ограничена, непрерывна, д(0) > 0.

Тогда существуют непрерывные по (у,в), 0 ^ у ^ 1, ,|0| < 1,

производные —As(y,e), -^Asiy^) и
ay oo

^A s (0 ,/?) = As(/?) = -2 f l(0) E |e i | (1 - Z?2)" 1 < 0, (6.7.6)

^ ) . (6.7.7)

Напомним, что функция \s(P) уже появлялась в (6.4.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим

Pt(y, 0) = Рр{(у1 - 6yQ)(y1+t - 9yt) > 0} - 1/2,

тогда в силу (6.7.5)

f-VM)- (6-7.8)
t=i

Перепишем pt(y, в) в виде pt(y, 0) = рп(у, 0) +рп{у, 6) - 1/2, где

рп(у,0) = Pp{yi - Оуо < 0,2/i+t - 9yt < 0},

рп{у,9) = Р/з{г/1 - вуо > 0, г/ж - eyt > 0}.

Покажем, что величины рц{у,&) непрерывно дифференцируемы, и
найдем их производные. Рассмотрим рп(у> 9), и пусть дальше t = 1.
Рассуждения в других случаях аналогичны. Пусть £2 — сигма-
алгебра, порожденная {е,-, г ̂  1, z%, zj, z\, ^o, &, ^г}- Тогда

= Щ{1(У1 - вуа < 0)1(у2 - Oyi < 0)} =

- (в - /?)«о + гЦх - вг^о < О) х

-{9-
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-(в- 0)«о + *?fc - OzUn < 0) х

х G((6 - 0)Vl - z\b + **?&)}. (6.7.9)

Пусть событие И,-, г = 0,1,2,3, состоит в том, что г величин из
г? > Z2> Z3 отличны от нуля. Перепишем (6.7.9) по формуле полного
математического ожидания в виде

{ - 0)ио - *?
»=0

х G((0 - 0)щ - «J6 + 0*Ui) |И,}Р{И4}. (6.7.10)

В (6.7.10) Р{И,} — полиномы по 7> а условные средние от 7 н е

зависят и в условиях леммы непрерывно дифференцируемы по в.
Следовательно, функция pn(f,0) непрерывно дифференцируема по
(у, 0), 0 < 7 4 1) 0 € Ж1! причем производные равномерно огра-
ничены. Тем же свойством обладают функции ри(7> ̂ ) П Р И ^ > 1 и

Р<г(7)0) П Р И < ̂  li а значит, и Pt(y,6) при t ^ 1. Отсюда следует
равномерная при |0| ^ 1 — 6, 0 ^ 7 ^ 1> сходимость рядов, получаемых
формальным дифференцированием ряда (6.7.8) по в и у. Следователь-
но, As(f,0) непрерывно дифференцируема по (7,^)) 0 < 7 ^ 1> 1̂1 < ! •

Соотношение (6.7.6) легко установить, если воспользоваться
(6.7.8) и переписать каждое из pt(y, в) в виде, аналогичном (6.7.9). На-
конец, для доказательства (6.7.7) заметим, что pi(0, /?) = 0, ptif, 0) =
= 0(7) при t ^ 2, а

рх(7,/?) = (1/2)7E^ signal + &)(е2 - /?6) + о(7) =

= (1/2) 7Ер(1 - 2 G ( 4 0 ) ( l - 2G(#i)) + 0(7).

Лемма 6.7.1 доказана. П

Из леммы 6.7.1 и условия ks($,0) = 0 следует, что в некоторой
окрестности точки (0,/?) уравнение

определяет дифференцируемую функцию 0* = 0(7), причем 0f —

?), (6.7.11)
V Г

7=0

где А5(^) и —Л5(0,/9) выписаны в (6.7.6) и (6.7.7).

При малых 7 функция As(y,0) строго убывает по в в окрест-
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ности точки /?, так как в силу (6.7.6) —А5(0,;9) < 0 и, следовательно,

-QgAs(j, в) < 0 в окрестности (0, /?). Этот факт и соотношение (6.7.4)
влекут: с^вероятностью, стремящейся к единице, существует такое
решение (3niS уравнения (6.7.2), что

finf^tfj. (6.7.12)

Теперь соотношения (6.7.11), (6.7.12), лемма 6.7.1 и определение функ-
ционала влияния (5.6.2) влекут следующую теорему.

Т е о р е м а 6.7.1. Пусть выполнены условия леммы .6.7.1.
Тогда при достаточно малом у с вероятностью, стремящейся

к единице, существует такое решение /?П|$ уравнения (6.7.2), что

Pn,S • 0 7 •

Функционал влияния оценки /?n,s равен

При /3 = 0 функционал влияния IF(6y,(x^) = 0. Если & = £ и
постоянная, то

( 1 2 О К ) ) ( 1 2 О № ) ) ( 6 - 7 1 4 )

это ограниченная непрерывная функция £.
Пусть ЯЯ{, г = 1,2, — класс распределений /^ с конечным г-м аб-

солютным моментом. Модуль среднего в (6.7.13) не больше единицы,
причем при & = £, £ — постоянная, он стремится к единице, если
£ —>• оо и /? ф 0. Следовательно,

и знаковая оценка слабо зависит от выбросов в данных. В этом ее
преимущество перед оценками наименьших квадратов и наименьших
модулей, которые имеют неограниченные чувствительности даже на
более узком, чем 9Ki, классе ЙЛг (см. соотношения (5.6.9)-(5.6.10) и
( 5 6 1 2 ) ( g ) )(5.6.12)(g.6.13)).

Сравним чувствительность (6.7.15) с чувствительностью медиан-
ной оценки. Последняя конечна на ЙЯь В частности, для гауссовской
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G(x) находим из (5.6.15), что GES{M.i,e*f) = | ( 1 - ft2)1!2. Следова-
тельно, в этом случае

ЗСИД») 2 1 / 2

GES(mu0!f)

т.е. знаковая оценка предпочтительнее медианной.

6.7.2. Функционал влияния знаковой оценки ftn,s- Рас-
смотрим теперь знаковую оценку ftn,s, определяемую в случае неза-
соренной выборки соотношением (6.6.11). При наличии засорения ftn,s
определяется как решение задачи

|/п*(Д,,0) |=* inf , (6.7.16)

где <Q>(/?n) = {0: |0 - ftn\ ^ n~1/'2logn} и предварительная оценка 0п,

так же, как и 1%ф„,9), основана на I V

У с л о в и е 6.7.1. Для предварительной оценки /?„ существуют
-- Ре

предел /?„ —>• д1 и функционал влияния IF{9^,ii^).

Тогда в силу определения /3n,s существуют предел

я _ Р ^ aS _ a
PnS * "f — P7

и функционал

Последнее означает, что знаковая оценка Д, 5 наследует функционал
влияния предварительной оценки /?„. Если в качестве /?„ берется одна
из оценок Pn,LS, 0n,LD или Д,,М| то функционал влияния Дг,5 будет
даваться соответственно соотношениями (5.6.9), (5.6.12), (5.6.15).

6.7.3. Функционал влияния знаковой оценки ft* s . В заклю-
чение параграфа рассмотрим третью знаковую оценку /? ŝ>

 о пР еД е"
ленную в теореме 6.6.3 для схемы без засорения. В случае засоренных
данных эта оценка определяется соотношением

^s = h~{rien)-Hs

n0n), (6.7.17)

в котором /?„, еп и /„(0) основаны на векторе данных TV
Пусть выполнены условия леммы 6.7.1, условие 6.7.1 и, кроме то-

го, справедливо
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У с л о в и е 6.7.2. e n - ^ f t j , Ц -+ 0g = Xs(0), у -> 0.

Условию 6.7.2 удовлетворяет, например, оценка еп =
= -2£„ т„(\ - д%)~1, построенная по Yn аналогично (6.6.9)-(6.6.10),
если только у/пфп - 07) = Ор(1).

Покажем, что при малых -у

п-^ДО-^МтА)- (6-7.18)

Действительно, пусть 6 > 0 и 7 таковы, что |/3| < 1 — S, и |0 7 | < 1 - 6.
Тогда для любого е > 0

J\ > 2е} < Рр{\п

sup \n-4Z(9)-As(7,e)\>e}+Pp{\Pn\>l-6}+

Все три последние вероятности сколь угодно малы при достаточно

больших п: первая — в силу соотношения (6.7.4), вторая — в силу
условия 6.7.1 и неравенства |0 7 | < 1 - 6, третья — из-за непрерыв-
ности по $ функции As(7)0) и того же условия 6.7.1. Итак, справед-
ливость (6.7.18) доказана.

Из (6.7.17)-(6.7.18) и условий 6.7.1, 6.7.2 следует, что

&,s ^ в;8 := 9, - (9<уГ
хАз(ъ 9У). (6.7.19)

Последнее соотношение, непрерывная дифференцируемость As(j, Of),

условия 6.7.1, 6.7.2 и тот факт, что

As(0,/?) = 0, V ^

влекут

= «у-[•*;'(«+
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Последнее соотношение, определение (5.6.2) и условие 6.7.1 влекут

где функционал IF{e^,y.^) определен в теореме 6.7.1. Итак, оценки
0n,s и /3* S имеют одинаковые функционалы влияния, и, следователь-
но, (3* s

 с п а б° зависит от выбросов в данных.

§ 6.8. Результаты моделирования:
оценивание квантилей, доверительное оценивание,
засоренные выборки

В этом параграфе мы рассматриваем схему (6.1.1) и приводим ре-
зультаты численных экспериментов по вычислению квантилей с£(/?о)
из § 6.2, доверительному оцениванию неизвестного параметра /? схе-
мы (6.1.1) при умеренных и больших п, а также численным экспери-
ментом иллюстрируем устойчивость знаковых оценок к выбросам в
наблюдениях. Начнем с квантилей.

6.8.1. Оценивание квантилей.
О п р е д е л е н и е . Будем называть а-квантилъю, 0 < а < 1,

дискретной случайной величины с функцией распределения F(x)
число (а, полученное следующим образом:

если уравнение F(x) = а не имеет решения, то

C«=sup{a;: F(x) < a};

если же уравнение F(x) = а разрешимо, то £а — середина
интервала решений этого уравнения.

В силу результатов § 6.2 при гипотезе Но1. /3 = /?о и усло-
вии 6.1.1 знаковая тестовая статистика l£(fto)> определенная соотно-
шениями (6.2.10), (6.2.9), свободна от G(x). To же верно, разумеется,
и для нормированной статистики Tn>s{po) = n~ll2\/l -• $$ /,f (/?o)i
которая распределена при Но и условии 6.1.1 асимптотически как
стандартная гауссовская величина. Для конечных п распределение
Tn,s{Po) при гипотезе и условии 6.1.1 совпадает с распределением ве-
личины

где £i,. . . ,£n — независимые, одинаково распределенные случайные
величины, Р{& = 1} = Р{& = -1} = 1/2. Это распределение, а
также квантили с£(/?0) уровня а величины УП(А>) МОЖНО при любом
/?о вычислить методом статистических испытаний.
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При моделировании мы использовали специальное представление
величины fn(/?o)- А именно, введем величины

которые, как и £*, независимы, одинаково распределены и Р{т7£ =
= 1} = Р{щ = -1} = 1/2. Поскольку тЦ = 1, то статистику vn(jjQ)
можно записать следующим образом:

где 77 = (»/i,»72,..., i? n -i) и

n-1

где «i = 1, vk = H-^i7jb_iWfc_i, A: = 2 n - 1 .

Таким образом, вычисление статистики г>п(/?) сводится к после-
довательному моделированию случайных величин щ, к = 1,..., п - 1,
принимающих значения =Ы с вероятностями 1/2, рекуррентному опре-
делению коэффициентов Vk и вычислению линейной комбинации щ с
этими коэффициентами.

Покажем теперь, что квантили с^~а(/3) обладают следующим
свойством симметрии относительно нуля:

(£-«(/?) = - < ( - / ? ) . (6.8.2)

Пусть Fn(x,/3) = P,s{^n(/?) < а;} —функция распределения статисти-
ки 1>п(/3). Докажем, что

Fn(a + 0, /?) + fn(-a», -/5) = 1 (6-8.3)

при любых ж € I 1 и /? € (-1) 1). Отсюда непосредственно следует
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(6.8.2). Представим статистику 1^(0, т}) из (6.8.1) в виде

п - 2

'«(Ач) =
t=0

п - 1 к

где коэффициенты полинома l£(/3, rj) есть at = 2_j \\_ Hv Объеди-
ifc=<+lr=k-t

няя слагаемые при четных и нечетных степенях /?, запишем статисти-
ку fn(/?, V) в виде суммы двух слагаемых

где

[(n-2)/2] n - 1 * .

^2< Е П чг.
t=0 t=2t+lr=ife-2t

[(n-3)/2] „ _ l jfc2t+1 E П
t=0 fc=2t+2r=ifc-2t-l

Тогда

2»-1

= о̂ Г E

e) }, (6.8.6)

где vni(l3,Tf^) и vn 2(A »/̂ *̂ ) — значения статистик i/ni(/?»»?) и

vm{P, v) н а одной из 2"" 1 возможных комбинаций значений последо-
вательности %, 7/2,..., % - i , ч^) := (tf*\ 7/2

fc),..., ijJ2x), а суммиро-
вание производится по всем возможным комбинациям. Теперь (6.8.6)
тождественно равно

О On-l Z-/

) } •
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Коэффициенты при четных степенях /? в определении i>ni(A4(**)
(6.8.4) содержат нечетное число сомножителей из последовательности
П^к\ а при нечетных степенях /? в определении vn2{(3, r\W) (6.8.5) —
четное число сомножителей". Значит,

Поэтому (6.8.7) равно

*=1

~ M A

)} =

Таким образом, (6.8.3), а следовательно, и (6.8.2), доказано.

Т а б л и ц а 6.8.1

Квантили с°(/3о) (а = 0.05)

Ра

-0.9

-0.8

-0.7

-0.6

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

п

50

-1.85

-1.83

-1.81

-1.78

-1.75

-1.73

-1.70

-1.68

-1.65

-1.56

-1.60

-1.57

-1.55

-1.52

-1.47

-1.42

-1.35

-1.26

-1.07

100

-1.85

-1.81

-1.78

-1.75

-1.73

-1.71

-1.69

-1.67

-1.65

-1.70

-1.62

-1.60

-1.58

-1.56

-1.53

-1.50

-1.45

-1.37

-1.23

150

-1.84

-1.79

-1.75

-1.74

-1.71

-1.70

-1.68

-1.67

-1.65

-1.71

-1.63

-1.61

-1.60

-1.57

-1.55

-1.53

-1>49

-1.43

-1.31

200

-1.82

-1.77

-1.75

-1.73

-1.71

-1.69

-1.68

-1.66

-1.65

-1.63

-1.63

-1.62

-1.60

-1.58

-1.57

-1.54

-1.51

-1.46

-1.35
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Используя (6.8.2), можно моделировать квантили с"(/3) лишь при

Р ^ 0, а их значения при /3 < 0 получать центральной симметрией

относительно нуля. Аналогично, зная с£(/3) при /? € (—1,1), можно
находить с\-аф). Для п = 50(50), 200, /?0 = 0, ±0.1, ±0.2,..., ±0.9 и
а = 0.05 мы приводим результаты вычислений C°(/3Q) В табл. 6.8.1.
Для этого было выполнено по 60000 моделирований величины г/п(/?о)

в каждой точке /?о заданной сетки.

Анализируя данные табл. 6.8.1, видим, что скорость сходимости

квантили случайной величины vn(Po) к квантили гауссовской iV(0,1)
случайной величины (равной 1.65) существенно зависит от /?о: при

/?о, близких к ±1, она хуже, чем при малых /?о. Можно показать, что

эта сходимость равномерная при |/?о| ^ 1 — 6, 0 < 6 < 1.

Представление о распределении случайной величины vn(Po) при

разных /?о и о скорости сходимости к нормальному закону дают так-

же рис. 6.8.1 и 6.8.2. На рис. 6.8.1 приведены графики функции рас-

пределения Fn(a:,/?o) величины vn{Po) для /?0 = ±0.5 и п = 100, а на

рис. 6.8.2 — те же графики в нормальном масштабе. (Функции распре-

деления получены также моделированием 60000 значений случайной

величины vn{Po)). Отличие от гауссовской кривой явное.

-5.638 -3.383 -1.127 1.127 3.383 5.638

Рис. 6.8.1. Функции распределения vn (/?0), п = 100; 1 — @0 - -0.5; 2 — Ро = °-5
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-5.638 -3.383

'''/У

i.oo:

#(«)

0.98-

, 0.00

* 0.02 -

0.00-

/

1.127 3.383

X

5.638

Рис. 6.8.2. Функции распределения 1/„(А>) в нормальном масштабе, п = 100;
1 _ Д , = _о.5; S — /?о = 0.5

Хотя представленные результаты отчетливо демонстрируют
справедливость нормальной аппроксимации для тестовых знаковых
статистик и их квантилей, разумная точность этой аппроксимации
достижима лишь при объемах выборок п порядка нескольких сотен.
Это лишний раз свидетельствует в пользу непараметрических точных
методов проверки гипотез и оценивания (разумеется, там, где это воз-
можно). К точному доверительному оцениванию параметра /? мы и
переходим.

6.8.2. Доверительное оценивание параметра /3. Пусть

где

п-1

t=l i=t+l

а наблюдения щ подчиняются модели (6.1.1). При единственном усло-
вии 6.1.1 множество

есть доверительное множество для параметра /? надежности не мень-
ше 1 - 2а.

Квантили с%(&) и Сп~а(0) могут быть оценены на сетке значений
в, Щ < 1, как это описано в п. 6.8.1. Строя одновременно кривые
сп(0). с^~С1(в)и Tn,s(Q), можно построить явно множество Р„с.
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Результаты моделирования для п = 100, 200, 400 и двух типов
распределения ошибок — гауссовского и Коши — представлены на
рис. 6.8.3-6.8.8. На каждом рисунке изображены три независимые реа-
лизации (помечены метками *, + и х) случайного процесса Tnis(0),
построенного по наблюдениям щ,и\,. ..,«„ при /? = 0.2, и кривые
квантилей с*{в), с]^а(в) при а = 0.05. Соответствующие доверитель-
ные множества для /3 — это множества тех значений в, при которых
процесс Tnis(0) находится в полосе между кривыми с°(9) и с^~а(в).
Для того чтобы было удобно сравнивать результаты, полученные

для различных объемов выборок и различных типов распределений,

мы построили все графики в одном масштабе. За каждым графи-

ком непосредственно следует таблица точечных и доверительных оце-

нок параметра /?. Точечная оценка получена решением уравнения
5б;

-5.0

-7.5

-1.0 -ОД -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 # 1.0

Рис. 6.8.3. Гауссовское N(0,1 ^распределение ошибок; п = 100, /3= 0.2

Т а б л и ц а 6.8.2

Номер
реализация

• г (*)
2 (+)
3 (х)

Точечная
оценка

0.04
0.19
0.15

90-процентный
доверительный интервал

(-0.18, 0.54)
(-0.13, 0.45)
(-0.13, 0.56)
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7.5

5.0

2.5

0.0

-2.5

-5.0

-7.5

\

•*5H

—i

\

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 в 1.0

Рис. 6.8.4. Гауссовское JV(0,1)-распределение ошибок; п = 200, /?= 0.2

Т а б л и ц а 6.8.3

Номер

1 (*)

2 (+)
3 (х)

Точечная
оценка

0.02
0.11
0.14

90-процентный
доверительные интервал

(-0.21, 0.32)
(-0.06, 0.30)
(-0.06, 0.33)

7.5

л,аф)

5.0

2.5

0.0

-2.5

-5.0

-7.5

¥ .
г •

\

fcj-—

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 $ 1.0

Рис. 6.8.5. Гауссовское JV(0,1)-распределение ошибок; п = 400, /?=0.2

Т а б л и ц а 6.8.4

Номер
"реализации

1 (*)

2 (+)
3 (х)

Точечная
опенка

0.18
0.19
0.19

90-процентный
доверительный интервал

(0.09, 0.25)
(0.08, 0.30)
(0.10, 0.32)
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1.0

5.0

2.5

0.0

2.5

5.0

7.5

\

•sgpй&*

•ч
к-

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Рис. 6.8.6. Распределение ошибок Коти (0,1); п = 100, /3 = 0.2

Т а б л и ц а 6.8.5

1.0

7.5

5.0

2.5

0.0

-2.5

-5.0

-7.5

Номер
р ft Я-ТТИЯ Т̂ТСРГИ

1 (*)
2 (+)
3 (х)

f-
***

Точечная
оценка

0.21
0.19
0.15

90-процентный
доверительный интервал

(0.15, 0.44)
(0.00, 0.46)U(0.64,1.0)

(0.09, 0.35)

\

Л \
>

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 1.0

Рис. 6.8.7. Распределение ошибок Коши (0,1); п = 200, /3 = 0.2

Т а б л и ц а 6.8.6

Номер
реализации

1 (*)

2 (+)
3 (х)

Точечная
оценка

0.18
0.20
0.22

90-процентный
доверительный интервал

(0.12, 0.28)
(0.07, 0.26)
(0.15, 0.39)
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-7.5
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 . 0.2 0.4 О.в 0.8 9 1.0

Рис. 6.8.8. Распределение ошибок Коши (0,1); п = 400, /3 = 0.2

Т а б л и ц а 6.8.7

Номер
реализации

1 (*>
2 (+)
3 (х)

Точечная
оценка

0.20
0.20
0.18

90-процентный
доверительный интервал

(0.16, 0.32)
(0.18, 0.28)
(0.14, 0.20)

По результатам моделирования можно сделать следующие выво-
ды.

, Во-первых, для уверенного оценивания параметра авторегрессии
необходимо не несколько десятков (как в случае независимых наблю-
дений), а несколько сотен наблюдений. Так, из рис. 6.8.6 видно, что
при п = 100 среди смоделированных есть траектории, хвосты которых
попадают внутрь полосы (с%(в),с}1~

а(в)), что соответствует появле-
нию дополнительного ложного доверительного интервала параметра
/3. При п = 400 все три траектории находятся в полосе (с"(0), с * ~ )
когда параметр 9 лежит в окрестности истинного параметра /3.

Во-вторых, утяжеление «хвостов» в распределении ошибок при-
водит к увеличению точности в оценивании параметра /?. Так, кривая
Tn,s(0), построенная по наблюдениям с ошибками, распределенными
по Коши, спадает «круче» в окрестности истинного параметра /?, чем
кривая, построенная по наблюдениям с гауссовскими ошибками (ср.
рис. 6.8.3 и 6.8.6; рис. 6.8.4 и 6.8.7; рис. 6.8.5 и 6.8.8). А поскольку от
«крутизны» траектории Tn,s(9) зависит длина доверительного интер-
вала, то можно сказать, что при одном и том же числе наблюдений
доверительные интервалы при ошибках, подчиняющихся распределе-
нию Коши, получаются, как правило, уже, чем при гауссовских ошиб-
ках. Обратим внимание: в случае ошибок {£,•}, имеющих распределе-
ние Коши, асимптотические доверительные интервалы, основанные
на общеупотребительной оценке наименьших квадратов, построить
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нельзя. В то же время наши знаковые правила не только применимы,
но дают (качественно) вполне приемлемые результаты.

6.8.3. Знаковое оценивание по засоренным выборкам.
Сравним теперь знаковые оценки и оценки наименьших квадратов
(ОНК) в случае засоренных наблюдений. Предположим, что вместо
{«,} в схеме (6.1.1) мы наблюдаем процесс {у.}, г G Z, из (6.7.1) для
Р = 0.2, 7 = 0.1, е,- ~ N(0,1), & ~ N(0,25). Насколько сильно ухуд-
шает качество оценки присутствие грубых ошибок? Чтобы составить
представление об этом, мы провели моделирование процесса {у<}.

На рис. 6.8.9 для п = 400 приведены графики трех независи-
мых реализаций процесса Tn,s(9,Yn) = n ' ^ V l - #2 l£(0, Yn). Про-
цесс l£(9, Yn) строится noYn = (уо,...,у„) так же, как 1„(в) строится
по ио,...,ип.

-2.5

-5.0

-7.5

\

^

ж

С)

7

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 в 1.0

Рис. 6.8.9. Засоренные данные; 7 = 0.1, Sj~JV(O,l), &~ЛГ(0,25), п = 400, /3 = 0.2

В табл. 6.8.8 мы приводим одновременно значения знаковых оце-
нок pUis и оценок наименьших квадратов, построенные по этим за-
соренным и соответствующим незасоренным (т.е. при у = 0) дан-
ным. Мы приводим также 90-процентные доверительные интерва-
лы, причем в случае оценок наименьших квадратов это асимпто-
тические доверительные интервалы из (5.3.9). Разумеется, при на-
личии засорения доверительные интервалы нельзя строить по стан-
дартной методике, так как квантили статистики ТП1з(0,Уп) вовсе
не равны с%(в), а оценка наименьших квадратов не является у/п-
асимптотически нормальной. Тем не менее мы привели именно ре-
зультаты стандартных расчетов (формально некорректных) с тем,
чтобы качественно продемонстрировать характер изменений при на-
личии засорения.

Все численные результаты убеждают в высокой устойчивости
знаковых оценок по отношению к грубым выбросам. Они же под-
тверждают тот факт, что оценки наименьших квадратов весьма
чувствительны к выбросам.
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Т а б л и д а 6.8.8

Метод

оценивания
МНК 1 (*)

МНК 1 ( 7 =0) (*)

sign 1 (*)
Signl ( 7 =0)(*).

МНК 2 (+)

МНК2( 7 =0)(+)

Sign 2 (+)

Sign2( 7 =0)(+)

МНК 3 (х)

МНК 3 (7 = 0) (х)

Sign 3 (х)

Sign 3 ( 7 = 0 ) (х)

Точечная
оденка

0.06

0.21

0.20

0.26

-0.03

0.20

0.16

0.16

0.10

0.23

0.15

0.23

90-процентный
доверительный интервал

(-0.02, 0.14)

( 0.13, 0.29)

( 0.11, 0.29)

( 0.11, 0.41)
(-0.11, 0.05)

( 0.12, 0.28)

( 0.08,0.28)

( 0.13, 0.25)

( 0.01,0.18)

( 0.14,0.31)

( 0.04, 0.28)

( 0.10, 0.33)

Мы подробно обсуждали в § 5.6 и 6.7 как численно охарак-
теризовать устойчивость оценок с помощью функционалов влияния
и чувствительностей к большим ошибкам. Для знаковой оценки /?п>$
эти характеристики вычислены в п. 6.7.1 (см. соотношения (6.7.13)-
(6.7.15)).

s о.оо

Й -0.25

-0.50

-0.75

-1.00

-1.25

-1.50

-15.0 -12.0 -9.0 -6.0 -3.0 0.0 3.0 6.0 9.0 12.0 в 15.0
Рис. 6.8.10. Функции влияния знаковой оценки; * — /3=0.2; + — /? = 0.5;

х —/9=0.9
На рис. 6.8.10 изображены графики функций 1Г(в%,£) при трех

различных значениях параметра /? в зависимости от величины неслу-
чайного засорения £ для стандартной гауссовской G(x). Как видно,
эти функции ограничены в согласии с конечной чувствительностью
знаковых оценок.

*****-г

4

/

V

\\ *****

= 0.9

= 0.5

= 0.2
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§ 6.9. Приложение. Доказательство теоремы 6.4.1

Из определения (6.2.10) следует

n - 1
! £ ( A , + п-ЧЧ)*-1 [Г4п(/3„ + п~1/2в) - Ttn(fin)] + (6.9.1)

t=i
n-1

[{fin + П-112ОУ-1 - &~X]Tt«{fin)- ( 6 ' 9 - 2 )

Рассмотрим сначала (6.9.2). Далее индекс /?„ у символов вероятности
и математического ожидания будет опущен.

Л е м м а 6.9.1. Пусть верна альтернатива Н\п(а), выполнено

условие 6.1.1, 0 < © < оо.

Тогда супремум (6.9.2) по \в\ ̂  0 п г , г < 1/2, есть ор(1).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим для краткости 0 „ = © " г •
Для 6 такого, что |/?о| < 6 < 1 и У е > 0 при п> по

sup

sup

t=2

Последняя вероятность в силу неравенства Чебышева не больше

«=2

так как п ^ ) \ ^ ? , , ^
в силу (6.2.14), Лемма 6.9.1 доказана. D

Рассмотрим (6.9.1). Пусть

1, $к < х,

А*(«) = { 1/2, ек = ж, (6.9.3)

О, ел, > ж.
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Обозначим для краткости Т)„ = п~х12в. Тогда

Sk(Pn + п-^Ч) = sign (щ - (/?„ + п

223

- Tinuk-i) = 1 -

Отсюда и из определения Г*„(0) в (6.2.9) следует представление

h), ••(б.Ы)

где

k=t+i
п

*=*+!

С помощью (6.9.4) перепишем (6.9,1) в виде

п-1

Л е м м а 6.9.2, Пусть выполнены условия 6.1.2, 6.1.3, верка
альтернатива Hin(a), г > 1/4 а 0„ = 0n~ r , ЛГ„ l 1 ^
|/Зо| < Ъ < 1.

Тогда:

1) sup sup n) | = 0р(1);

2) sup
| | к=1

Пункты 1) и 2) леммы доказываются единым методом, поэтому
ограничимся доказательством п. 1).
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Разделим отрезок [-©«,©«] на З т " частей точками

^ „ = - 0 „ + 2 0 „ 3 - т « 5 , 5 = 0,1,...,З т о".

Выберем п так, что 0<гг<гиг + Г1> 1/2, пусть 3 m " ~ nri.
Введем величины

uks = uk(l- 2вп3-т»т1;п

11(чк < 0)), (6.9.6)

й ь = ик(1 - 2впЗ-т"г,7п1Ы > 0)). (6.9.7)

Для любого \г]п\ ^ 6„ выберем среди точек {т))п} ту точку гцп, Д л я

которой

0^Vir>~Vn^en3-m". (6.9.8)

Из определений (6.9.6)-(6.9.7) и неравенства (6.9.8) следует

•П1пйк1^г)пик^.г)1Пик,, к = 0,1,...,п-1. (6.9.9)

Введем векторы

Чтобы подчеркнуть зависимость величины Хгп(щ) от компонент век-
тора Un, переобозначим

Далее нам понадобятся величины xin(r]sn, Usn) и xtn(r)sn, Uan),JK)-
лучаемые формальной заменой в х^{щп,ип) вектора Un на U,n и Usn,
т]п на т],п. Из монотонности функций Ак(у), G(y) и (6.9.9) следуют не-
равенства

n,Un) ^ Xtn(T},n,Uln) +
п

+ п~1/2

, Un) ^ xtn(riin,Uin) -

k=t+l
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Из двух последних неравенств получаем

sup sup \xtn(i)n,Un)\ ^

< sup sup {\xtn(tjtn,Um)\ + \xin(tim,Um)\}+ (6.9.10)

n

x G(Tjmuk~i, s) - Ak-t(r]snUk-t-i,,)G(r)anUk-i,s)]. (6.9.11)

Рассмотрим в (6.9.10) первое слагаемое xtn(VanUsn)- Обозначим
для краткости

- Ak-t(i),nUk-t-i,>)G(r)snuk-i,,) -

- Д»_,(0)Д*(0) + Д*_,(0)(?(0). (6.9.12)

Тогда

Пусть сигма-алгебра fi;- порождается случайными величинами
{£:> * < Л- Тогда Е&. = E{E(6|fij,_i)} = 0, так как очевидно,
E{&|O*_i} = 0 п.н. (т.е. последовательность {&, пк}, к = 1,2,..., —
мартингал-разность). Аналогично при к < j

{ б ( ^ | Ц 1 ) } = 0.

Столь же простые вычисления дают

^ntifc-,-1,,1} = O(n-r)

равномерно по к, s,t, так как \ijsn\ < ®n = O(n~ r), |«A-I,J| < 3|u*-i|-
Следовательно,

sup sup Ex2

tn(t]in,U,n) = O(n-r). (6.9.13)

Из (6.9.13) в силу неравенства Чебышева следует, что Ve > 0

sup sup

в М. В. Болдин и др.
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е~2Е Е > V.n) = 0(Nn3
m"n-r) = 0{rf*-r log n) = о(1).

t=l 3=0

Аналогично показывается, что

sup sup \xtn(T},n,Usn)\ =
N

Следовательно, (6.9.10) есть ор(1).

Рассмотрим теперь (6.9.11). Очевидно, (6.9.11) не больше

п

sup sup n~l/2 Y] [Ak-t(r}snUk-t-i,>) -

+ sup sup n 1 / 2 Y] [<7(»7,пИ*-1,») -

(6-9-14)

fc-i-i,,). (6.9.15)

В свою очередь (6.9.15) не больше

п

sup п " 1 / 2 ^ [ (

^ sup

Из определений «л-1,а и щ-\,1 в (6.9.6) и (6.9.7) следует, что послед-

нее выражение не больше

Осталось рассмотреть (6.9.14). Очевидно, (6.9.14) не больше

п

,<з£„ "~ 1 / 2 ^ 1А*(»?»пи*-1,») - Ajfe(»7*n«ft-i,*)] <

^ sup

(6.9.17)
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+ sup n- 1 / 2 y)[G( 4 f n « f c _ l i , )-G(i/ , n «b_i | f ) ] . (6.9.18)

Выражение (6.9.18) совпадает с (6.9.16) и есть ор(1).
Рассмотрим (6.9.17). Обозначим для краткости

Тогда выражение (6.9.17) есть

sup n
-1/2"

Аналогично рассмотренным ранее в (6.9.12) величинам &. величины
Vk центрированы, не коррелированы и sup Ei/f = O(n~ r3~m") рав-

J^3 m »
номерно по &. Отсюда Ve > 0 в силу неравенства Чебышева

< sup sup J
Vn 3

t=i a=o

Итак, (6.9.17) есть ор(1). Лемма 6.9.2 доказана. •

Л е м м а 6.9.3. Пусть выполнены условиж 6.1.2,6.1.3, se/жа аль-
тернатива Hin(a), Nn ~ log^n"1, где |/?о| < 6 < 1; ^ = min(A,l),
г > 0, 0„ = 0п~ г , 0 < в < со.

n"1 J2 [A*-t(«b«*-*-i)-A*-«(°)]u*-iЕ sup sup

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разделим отрезок [-0n, On] на 3Ш п

равных частей точками т?,п = -Qn + 20„3~ т ^, s ^= 0,1,...,3m",
и пусть З т * ~ Nn- Пусть случайные величины щ, и щг определены
соотношениями (6.9.6) и (6.9.7) соответственно. Для любого |»?„| < @„
выберем среди {qsn} ту точку t}in, для которой

Тогда справедливо неравенство (6.9.9). В силу этого неравенства и

8*
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монотонности Ак(у) имеем

Аналогично,

Ak-t(VnUk-t-i) - Afc_t(0) ^ Ak-.t{viUk-t-

^ -\Ak-t(riiUk-t-i,i) - Afc_t(0)| -

Следовательно,

sup \Ak-t(VnUk-t-i) - Afc
1чпК©„

< sup \Ak-t{T,suk-t-it,) - Afc_,(0)|+ (6.9.19)

+ sup lAjt-^^.,-!,,) - Д*_,(0)|. (6.9.20)

Рассмотрим (6.9.19). Очевидно, для среднего от выражения (6.9.19)

справедливо неравенство

Е sup \Ak-t(T)sUk-t-i,,) - Afc_Y(0)| ^
<з

*_«(ч,«*_«_1,,) - Д*_«(0)| <

g ron

+ Р{ - l^uj-t-i,.! < еь_« < 0}]. (6.9.21)

Первая из вероятностей под знаком суммы в (6.9.21) не больше

|i7.fft_«_li#|) - G(Q)] < supвг(а;)Б|«?,«»-*-1,«| = O(n~r)

равномерно по s, k,t. To же самое верно и для второй вероятности
в (6.9.21), так что (6.9.19) есть O(n~ rlogn). Аналогично оценивая
среднее (6.9.20), получаем

Е sup |Д»_*(1Ь«*-*-1)-Д*-*(0)| = O(n~r logn) (6.9.22)
|4»|<®п

равномерно по к и t. Отсюда, используя неравенство Гёльдера, полу-
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чаем

Е sup sup

Nn

E

fc=t+l

sup
|

= O(Nn(n-r logn)*rt1+*>) = 0(n-rS^1+^ log2 n)

в силу (6.9.22). Лемма 6.9.3 полностью доказана. D

Л е м м а 6.9.4. Пусть выполнены условия 6.1.2, 6.1.3, верна
альтернатива Н\п(а), 0„ = 0п~ г , г > 1/4, 0 < 0 < оо.

Тогда:
п-1

1) sup
t=l
п-1

2) sup
| |

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пункты 1) и 2) леммы 6.9.4 доказы-
ваются с помощью п. 1) и 2) леммы 6.9.2 соответственно. Докажем
п.1).

Очевидно, что \xin(t]n)\ < 4п 1 / 2 при любом* = 1,..., п - 1 . Отсюда
Ve > 0 для 6 такого, что |/?0| < 6 < 1, при п > п0 и Nn ~ log6 n " 1 имеем

sup

так как

sup
|

б'" 1 = O(nl/2bNn) = о(1). Далее, при п > п0

t = l

sup sup
JV | |

* 1 = op(l)
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в силу п. 1) леммы 6.9.2. Пункт 1) леммы 6.9.4 доказан. D

Л е м м а 6.9.5. Пусть выполнено условие 6.1.2 и верна аль-
тернатива Hin(a).

Тогда

п-1 J2 Afc-«(0)«fc_i = -\ Е Ы Д Г 1 + Ьп,
k=t+l

где при Nn ~ logjn"1 и |/?0| < 6 < 1 имеем

sup E\Stn\ = О(тг-^1 +*) logn), 6 = min(A, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим более трудный случай
0 < А < 1.

Заметим прежде всего, что если £i,£2, • • •!&» — н.о.р.сл.в., E^i =
= 0, Е | 6 | 1 + Д < оо, то

(6.9.23)

[44, с. 383]. Далее, поскольку при 0 < А < 1

(см. [46]), то

Е

и последовательность i

Следовательно,

Е

Последнее соотношение влечет

Е :

равномерно интегрируема.

0.

(6.9.24)

Теперь
i - 2
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= п"1 Ё
k=t+ls=0

n

«•- E •

(6.9.25)

(6.9.26)

(6.9.27)

Рассмотрим (6.9.25). Среднее модуля этого выражения не больше

n-tt-2

«=0 к=1

При Nn ~ logj n " 1

sup sup E
n - t

= sup E
i b = l

= sup E
1<

п / т

»-ЕЕ
J = l » = 0

з = 1,2.

Теперь среднее в (6.9.29) не больше

т
1 52

п/т
1) 52

i=0

)' eJ+(m+l)i+m

(6.9.28)

2n, (6.9.29)

(6.9.30)

Слагаемые под знаком внутренней суммы в (6.9.30) представля-
ют собой н.о.р.сл.в. со средним нуль и конечным моментом порядка
1 + А. В силу (6.9.24) выражение в (6.9.30) есть о ( ( п / т ) - д / ( 1 + д ) ) .
Из последнего соотношения легко следует, что (6.9.29) есть
0(п-М1+Д) bgn), а значит, и (6.9.28) есть О ( п - д / ( 1 + д ) logn). Итак,
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(6.9.25) есть 63tn, где

sup

Далее, (6.9.26) есть -l/2/3£-1E\ei\ +64tn, где

sup E\64tn\ = Oin-1 logn + п )

Наконец, пользуясь представлением

»=0

и рассуждая, как при анализе (6.9.25), получаем, что (6.9.27) есть

sup Е|«в«п| = 0(n-A^1+AHogn).

Лемма 6.9.5 доказана. П

Л е м м а 6.9.6. Пусть выполнены условия 6.1.2, 6.1.3, верна

альтернатива #in(a), 6 = тт(Д, 1), 0„ = 0п~г, г > .. одТ'

О<0<схз.

Тогда

sup

п-1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть JVn ~ log6 п" 1 , где
Как при доказательстве леммы 6.9.4, проверяется, что

= *„(!)•

< Ь < 1.

п-1

sup

В силу формулы Тейлора

t = i
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Г~ 1 / 2 1Ь lAk-t(VnUk-t-i)-Ak-t(O)]]+ (6.9.31)

\n~1/2 Y^ Ak-tiVnUk-t-OgifaVnVk-ij'nnUk-il, (6.9.32)
L tfrf, J

где 0* € (0,1). Супремум модуля (6.9.31) по |т/„( ^ 6„ есть ор(\) в силу

п. 2) леммы 6.9.2, так как г > —г-—rrr- > т. Выражение (6.9.32) в

силу условия

(см. доказательство теоремы 6.2.1), перепишем в виде

en, (6.9.33)

причем для \г)п\ < Qn и |/?| < b < 1 при п > По

i«ni Ч
<=i L * = i

ПРИ г > n c S . Главный член в (6.9.33) представим в виде
2(1 •+• 2о)

лг„

1

[я"1 Ё (6.9.34)

*_i]. (6.9.35)
J

Среднее супремума по |^„| < &п модуля (6.9.34) есть о(1) в силу
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леммы 6.9.3 для г > -у-—-гг. Наконец, (6.9.35) есть
2(1 + 2д)

где sup |ffin| = Ор(1) в силу леммы 6.9.5. Лемма 6.9.6 полностью

доказана. •

Теперь из (6.9.5), лемм 6.9.4 и 6.9.6 и определения г\п — п~1129
непосредственно следует, что (6.9.1) равно

As(A>)0 + £2n(0), sup |£2n(0)| = ор(1) (6.9.36)
|в|<в|,г

6
д л я г < ч(л ^о<\" ^ 3 л е м м ы 6.9.1 и (6.9.36) следует утверждение

теоремы 6.4.1. П



Г л а в а 7

ЗНАКОВЫЙ АНАЛИЗ
МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ АВТОРЕГРЕССИИ

§ 7.1. Введение

В этой главе будем рассматривать схему авторегрессии вида

«,• = /?i«,-_i + . . . + /?, щ-j + Si, i e Z . (7.1.1)

В (7.1.1) порядок q известен; /?!,...,/?д — такие неизвестные неслу-
чайные коэффициенты, что характеристическое уравнение

a:« = /?i:c«-1 + . . . + /?? (7.1.2)

имеет корни по модулю меньше единицы; {е<} — н.о.р.сл.в. с неиз-
вестной невырожденной функцией распределения G(x). Эти условия
дальше особо оговариваться не будут.

Обозначим /3 = (/?i,...,/??)
т и определим последовательность

{6t = 6t((3), t = 1 — q, 2 — q,...} рекуррентным соотношением

6t = №-! + •• • + №-„, * = 1,2,.... (7.1.3)

с начальными условиями 6i~t = ...= 6-i = 0 , 6Q = 1. Если корни
уравнения (7.1.2) лежат внутри единичного круга, то величины й<
убывают к нулю с экспоненциальной скоростью,

\St(/3)\ < с6', * = 1,2,..., (7.1.4)

для некоторых с > 0 и 0 < 6 < 1 , н е зависящих от п (см., например, [2,
45, § 5.2.1]). Отсюда, рассуждая как при доказательстве леммы 5.2.2,
легко получить: при Е log+ |ei | < оо существует п.н. единственное
строго стационарное решение уравнения (7.1.1), представимое в виде

ряд в (7.1.5) сходится п.н. абсолютно. Если E | e i | 1 + A < оо, то ряд
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в (7.1.5) сходится и в L 1 + A , и это устанавливается рассуждениями,
аналогичными доказательству леммы 5.2.1.

Пусть u\-q,..., ип — наблюдения, удовлетворяющие (7.1.5). По
этим наблюдениям мы построим непараметрические знаковые тесты
для проверки гипотез относительно вектора /3, а также соответствую-
щие непараметрические знаковые оценки, обобщающие тесты и оцен-
ки из гл. 6. Наши процедуры основываются на векторе знаков

...,9q)
T£R<, (7.1.6)

,) , * = 1,...,п. (7.1.7)

Мы начинаем в § 7.2 с проверки гипотезы

#о: /9 = /Зо, (7.1-8)

где вектор /Зо = (/?ю, • • -,/^о)т полностью известен.

Пусть РЪ = (/?io,...,/?j-i,o,/?j,/?j+i,o,...,A,o)T — вектор с
единственной свободной j-й компонентой j3j. Альтернативами к (7.1.8)
берутся гипотезы

Hf: 0 = 0{, ft > fa, j = l,...,q, (7.1.9)

и аналогичные левосторонние альтернативы HJ.
Тестовые статистики lfn(fio) основаны на векторе Sn(/3o), соот-

ветствующие тесты являются ЛНМ среди всех, основанных на векторе
знаков Sn(f3o). Затем мы строим статистику Ьп^фо) Для проверки
Но против альтернативы

Нц рфро- (7.1.10)

Статистика Lnis{Po) является квадратичной формой от lfn(0o),
j = l,...,q. Матрица квадратичной формы пропорциональна матрице
1п~

1(Ро,Ро), где 1пф, В) — информация Фишера о векторе /3, содер-
жащаяся в векторе знаков S"(0). Оказывается,

где

4=0

Матрица К(0) играет центральную роль в нашем рассмотрении.
Объяснение просто: при стандартных предположениях относительно
G(x), в частности, если Ш\ < со, G(x) имеет плотность д(х) и инфор-
мация Фишера д(х) относительно сдвига конечна (обозначим ее, как
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в п. 5.3.2, 1{д)),.то информационная матрица наблюдений «i_g,..., ип

относительно вектора /3 есть

Jn(/3) ~ n 1(д)Ш1К(р)

(см., например, [18, 59, п. 9.2.3]. Уместно здесь же отметить, что
det(K(f3)) -ф 0 [2, 45, лемма 5.5.5]. Кроме того, при Eei = 0, Ее? < со
для оценки наименьших квадратов Эп,£5 справедливо

VR&.LS - /3) - ^ ЛГ(О,S£S(/3)),

где S i 5(/3) = ЛГ-^/З) [2, 45, теорема 5.5.7].
В § 7.3 мы исследуем поведение тестовых статистик из § 7.2 при

близких альтернативах

Н1п{а): /3 = /Зп := /30 + an-1'2 + o(n~^2), (7.1.12)

о. — постоянный вектор. Асимптотическая относительная эффектив-
ность (АОЭ) нашего знакового теста относительно теста, основанного
на статистике \ / " ( A J , £ S — /Зо), оказывается равной

es,LS = (2g(0)E\e1\)2

)

т.е. такой же, как при q = 1.
Соответствующий результат получается с помощью линейного

равномерного при \в\ ^ 0 П стохастического разложения векторного
Т оо сополя /*(Д, + „-1/3 0), где 1*(в) = (/&(*),...,//„(в))Т, в„

степенной скоростью. Здесь и далее | . | означает евклидову норму
вектора или матриюы.

В § 7.4 мы строим тесты для проверки линейной гипотезы от-
носительно 0. А именно, пусть вектор (3 разбит на подвекторы
/З т = ( /3WT,flWT), /3('\ г — 1,2, размерностей соответственно
пг п q — m, I ^ m < q. Мы проверяем гипотезу

К. /3 ( 2 ) = М 2 ) , (7.1.13)

/Зо — известный вектор, вектор / 3 ^ является мешающим пара-
метром. При /3^ = 0 гипотеза (7.1.13) означает, что истинный по-
рядок уравнения (7.1.1) равен m и m < q.

Мы исследуем поведение тестовой статистики при близких аль-
тернативах. АОЭ нашего теста относительно теста, основанного на
Pn,Ls> оказывается равной es,LS-

Наконец, в § 7.5 мы строим непараметрические знаковые оценки, а
в § 7.6 находим их функционалы влияния для схемы засорения незави-
симыми выбросами. Как и в одномерной авторегрессионной модели,
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мы строим несколько знаковых оценок, все они распределены асим-
птотически одинаково. Например, для знаковой оценки /3n,s в случае
схемы (7.1.1) (т.е. без засорения) мы показываем, что

где ( ) ( ( ) | | Г
Матрица ковариацйй *£s(0) лишь множителем е 5 ^ 5 отличается

от матрицы ковариацйй S£s(/3) оценки наименьших квадратов.
Мы завершаем главу § 7.7, в котором исследуем свойства эм-

пирической функции распределения Gn(x), построенной по оценкам
£i(Ai),...,en(f3n) ненаблюдаемых величин si,..., гп. Эти оценки по-
лучаются с помощью Уп-состоятельной оценки /3„ = (Pin,...,Pqn)
вектора /3

Gn{x) := n - 1

/(.) — индикатор события. Мы показываем: если Gn{x) есть истинная
(но недоступная для построения) эмпирическая функция распределе-
ния величин s\,..., еп, то

х) -Gn(x)\ = op(l). (7.1.14)

Условия, при которых верно (7.1.14), незначительно отличаются от
условий 6.1.2, 6.1.3.

Пользуясь (7.1.14), мы переносим хорошо известные свойства
Gn(x) на Gn(x). В частности, процессы типа эмпирического и пара-
метрического эмпирического, основанные на <-?„(«), имеют те же сла-
бые пределы в пространстве Скорохода В [0,1], что и аналогичные
процессы, основанные на Gn(x). Это позволяет основывать на Gn(x)
тесты типа Колмогорова и омега-квадрат для проверки простых и
сложных гипотез относительно G(x).

§ 7.2. Тестовые статистики
и их распределения при гипотезе

Рассмотрим схему (7.1.1), и пусть наблюдения ы_ ? + 1,. . . , ип удо-
влетворяют (7.1.5), а вектор 5"(0) определен соотношениями (7.1.6)—
(7.1.7).

Поставим задачей этого параграфа построить по вектору Sn(/3o)
ЛНМ тесты для проверки гипотезы (7.1.8) Щ: /3 = /Зо против пра-
восторонних альтернатив Hf из (7.1.9), j = 1,2,..., q, и аналогичных
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левосторонних альтернатив HJ. Построим также тест для проверки
#о против альтернативы (7.1.10) Hi: 0 ф 0о-

Будем обозначать ап = (sj,..., sn), sj, = ±1 реализации векто-
ра 5"(/Зо). Обозначим также

п

7tn(sn)= Y, sk-tsk, t = l,..,n-l. (7.2.1)
k=t+i

Пусть {St(/3), t = 1 — q, 2 — q,...} — последовательность, определенная
(7.1.3). Основой предлагаемых процедур служит следующая теорема.

Т е о р е м а 7.2.1. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3, /3 =
= Pi, n^j + 1, j = l,...,q.

Тогда при /3j —»• /?;о

n-j-l

+ 2jr(0)E|ei| £ M£o) x

x 7t+i,»(*n)0% -

При g = 1 утверждение теоремы 7.2.1 совпадает с утверждением
теоремы 6.2.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о . При/3 = /3£, j = 1,...,в, имеем

= £fc + (/% - Pjo)uk-j> * = 1,.... п. (7.2.2)

Установим рекуррентное соотношение между правдоподобиями
S"»(/30) и 5п"1(/3о). Имеем для n ^ j + 1

i ± ± L _ 8ni(Un - Aotin-i - • • •- /3,o«»_, < 0)]} =

= E/3i{j(S' l-1^o) = e"-1)x

x [1 + fiL - S nj(£ n < (ftp - &>„_,)]} (7.2.3)

в силу (7.2.2).
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Пусть u^.i — сигма-алгебра, порожденная {ег, г ^ i} . В силу
представления (7.1.5) е„ и fi^n-i независимы. При условии 6.1.3
д(х) удовлетворяет условию Гёльдера произвольного порядка 6 £
€ (0,1]. Положим 6 = min(l,A). Тогда (7.2.3) в силу формулы пол-
ного математического ожидания равно

- snl(en

y j (/3i-/?jo). (7.2.4)

В силу (7.1.5)

t=0

Подставим последнее выражение в (7.2.4), и для вычисления сред-

него

воспользуемся опять описанным выше методом с использованием фор-
мулы полного математического ожидания. Подсчеты позволяют пе-
реписать (7.2.4) в виде

-/?j0). (7-2.5)
1=0

В силу определения (7.1.3) каждая из величин 6t(0) является непре-
рывной функцией /3. Поэтому (7.2.5) можно переписать в виде
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Теперь соотношение (7.2.6) влечет

, _ ! '-i-i

t=0

+ 0 (#-#<»)• (7-2.7)

Аналогично (7.2.7) получаем при п = j

+ o(Pj-0io). (7.2.8)

Рекуррентное соотношение (7.2.7) при начальном условии (7.2.8) вле-
чет утверждение теоремы 7.2.1. •

Непосредственным следствием теоремы 7.2.1 является

Т е о р е м а 7.2.2. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3,

Тогда НЕМ тест для проверки Но: уЭ = /Зо против Hf из (7.1.9),
основанный на векторе знаков Sn((3o), имеет критическую область

n-j-i ч

t >. (7.2.9)Е M/3obHi,n(an) > const

Критическая область для проверки Но против левосторонней аль-
тернативы # Г : (3 = /3J

Q, fa < /?JO отличается от (7.2.9) знаком
неравенства.

Для проверки Но против двусторонней альтернативы Яу: /9 =
= /3 j , /3j ф /?JO можно брать двустороннюю версию (7.2.9)

n-J-l

Для Sf,(e), k = l,...,n, определенных (7.1.7), положим

(7.2.11)

t-0
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Тогда /Д(/Зо) есть статистика тестов (7.2.9) и (7.2.10).
При гипотезе Но'- /3 = /Зо

Г<п(/3о)= £ sign(e*-,£*). (7.2.13)

Очевидно, при условии 6.1.1 статистика (7.2.13) свободна от G{x).
Кроме того, как отмечалось в § 6.2 (см. соотношение (6.2.14)),

^ortn(l30) = 0, Е/3оГ<п(/Зо)Ггп(/Зо) = ( п - 0 ^ г ) (7.2.14)

8tr — символ Кронекера, t, г = 1,...,п— 1,

(

Поскольку статистики Г*„(^о) при #о и условии 6.1.1 свободны от
G(x), то этим же свойством обладают и статистики 1$п(Ро), j =
= l,...,q. Распределение ifjfio) зависит от /30, однако его можно
оценить методом статистических испытаний аналогично тому, как
это делалось в § 6.8. Далее в теореме 7.2.3 мы укажем нормальную
аппроксимацию для распределения /^„(/Зо) при Но и больших п.

Построим теперь статистику для проверки гипотезы Но' Р = /Зо
против альтернативы Hi: /3 ф /Зо. Пусть п ^ q + 1. Для if „(в) из
(7.2.12) положим

% (7-2.15)

В силу теоремы 7.2.1

«*(/9оЬ»(0. i = !,••..«• (7-2.16)

Из (7.2.16) и определений (7.2.12), (7.2.15) следует, что естествен-
ной статистикой для проверки Но против Hi является квадратичная
форма

Ln,s(Po) = (2g(0)E\ei\) (ln(Po)) I~1(^O,(3O)1^(I3Q), (7.2.17)

In(fi,Q) — информация Фишера о векторе /3, содержащаяся в
торе S"(0).

Найти 1„(/3,/3) несложно. Действительно, в силу (7.2.16), (7.2.12)
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и определения информации Фишера

Из (7.2.14) следует, что

Е ^ 5 (0) = О, Щ1%{Р){1*ЩТ = КпЦЗ), (7.2.18)

где

n-max(t,j)-l /„ 2 -g>

£ Mm+|;-,|(^(n-<-max(i,j)). V ' ' ;

Следовательно,

In(P,f3) = (2g(0)E\e1\)2Kn(/3). (7.2.20)

Поскольку в силу (7.1.4) 6t(f3) экспоненциально убывают, то

определены в (7.1.11). Следовательно,

п-1Кп(р) -> Кф), (7.2.21)

матрица JRT(/3) определена в (7.1.11), и

/„08,/3) ~ п(25(0)Е|е 1 |)
2ЛГ(Э). (7.2.22)

При обычных условиях регулярности на С(ж) информационная матри-

ца Фишера наблюдений u-j+i, . . . , ип равна

Jn(j8) ~ n /даеглГСв), (7.2.23)

— информация Фишера д(х).

Легко проверить, что J(jr) ̂  (2^(0)) , и равенство достигается
лишь на распределении Лапласа. Поэтому из (7.2.22), (7.2.23) и нера-
венства Eel ^ (E|ei | ) 2 следует, что имеет место строгое неравенство
1п (/3, (3) < Jn (/3) при любом распределении G(x) (по крайней мере для
больших п).

С помощью (7.2.20) перепишем (7.2.17) в виде

f . (7.2.24)
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При Но и условии 6.1.1 распределение Lnts(Po) свободно от G(x) при
конечных п. Его аппроксимацию .при больших п мы укажем в теореме
7.2.4. В важном частном случае /Зо = 0, соответствующем независи-
мости наблюдений, (7.2.24) имеет вид

q n

i»,s(O) = J > - tr'T^O), Г«я(0) = ]Г sign(uk.tuk).
t=l k=t+l

Распределение статистики Lnis(0) при гипотезе может быть табу-
лировано при любом q.

Следующая теорема дает предельное распределение l£(flo) при
гипотезе Но-

Т е о р е м а 7.2.3. При гипотезе Но- /3 = /Зо и условии 6.1.1

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ограничимся схемой рассуждения.
Нам достаточно показать, что для любого вектора постоянных с =
= (ci,..., cq)

T имеет место слабая сходимость скалярных величин

N(Q,cTK(f30)c).

Из (7.2.18) и (7.2.21) следует, что

стК{ро)с

Таким образом, сходимость моментов величины n~1^2cTl^(fio) к мо-
ментам предельного гауссовского закона имеет место. Собствен-
но асимптотическая гауссовость скалярной величины n~1cTln(/3a)
устанавливается по той же схеме, что при доказательстве теоре-
мы 6.2.3. •

Из теоремы 7.2.3 следует: при # 0 и условии 6.1.1

%(/3 0)),
(7.2.25)

2(/Зо), 3 =
t=0

Соотношение (7.2.25) позволяет использовать для отыскания посто-
янной в (7.2.9) и (7.2.10) нормальную аппроксимацию.
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Обозначим Х2(<?) распределение хи-квадрат с q степенями свобо-
ды. Из теоремы 7.2.3 и (7.2.21) следует

Т е о р е м а 7.2.4. Пусть выполнено условие 6.1.1.

Тогда при гипотезе HQ: (3 = /Зо £n,s(/3o) ~ ^ Х2(ч)-

Если Xq.a — квантиль уровня а распределения X2(Q)>
 а С(0) —

множество в = (Oi,..., в9) , для которых уравнение хя = ^а: 3 " 1 + . . .
• •. + 0q имеет корни, по модулю меньшие единицы, то множество

А„ а = {в: Ln>s(e) < Xq,i-a} П С(в) (7.2.26)

является асимптотическим доверительным множеством для вектора
/3 надежности 1 — а.

В заключение параграфа отметим полезный факт, аналогичный
отмечавшемуся в § 6.2. А именно, пусть {е,} будет последователь-
ностью разнораспределенных случайных величин, удовлетворяющих
условию

P{et < 0} = Р{е{ > 0} = 1/2, г G Z.

Тогда при Я о :
— распределения //„(/Зо), 1%(Ро), Ln,s(Po) останутся свобод-

ными от G(x) и такими же, как в случае одинаково распределенных

— утверждения теорем 7.2.3 и 7.2.4 останутся верными;
— множество Апа из (7.2.26) будет асимптотическим доверитель-

ным множеством для /3 надежности 1 - а.
Основные результаты этого параграфа опубликованы в [53].

§ 7.3. Теорема о равномерном стохастическом
разложении: мощность знаковых тестов
при близких альтернативах

В этом параграфе мы найдем мощность знаковых тестов из § 7.2
при близких альтернативах (7.1.12)

Н1п(а): /3 = /3„ := /?„ + о » " 1 / 2 + о(п

Аналогично случаю однопараметрической авторегрессии (см. § 6.4)
соответствующее утверждение будет получено с помощью теоремы о
равномерном линейном стохастическом разложении векторного слу-
чайного поля п~х1Ч^{рп + п~х12в), справедливом для |б| < 0„, где
6„ —> оо со степенной скоростью. Этот результат будет использован
также в следующем параграфе при исследовании тестов для проверки
линейных гипотез и в § 7.5 при построении и исследовании знаковых
оценок.

Пусть вектор 1^(9) определен соотношениями (7.2.15) и (7.2.12)-
(7.2.11), матрица Кф) — соотношением (7.1.11),

:= -2д(0)Це1\КЦЗ). (7.3.1)
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Т е о р е м а 7.3.1. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.

Тогда если справедлива альтернатива Н\п{а) из (7.1.12) и 0„ =

= впа, гдеа< . . , 6 = min(A,l), 0 < 0 < оо, то
2(1 + 2о)+ 2о)

sup ). (7.3.2)

Для случая, когда а = О и корни характеристического уравнения
(7.1.2) различны, теорема 7.3.1 была доказана в [53].

Д о к а з а т е л ь с т в о . Идейно оно похоже на доказательство
теоремы 6.3.1. Это позволяет сократить утомительные подробности.

Легко показать (см. [93, раздел 2]), что для любого /3 в некоторой
окрестности /Зо

|й(/з)-ад>)|̂ .с|/з-А)|ь1 (7.з.з)

при некоторых с > 0 и 0 < 6 < 1 , не зависящих от t и /3. Теперь
соотношения (7.3.3) и (7.1.4) влекут неравенства

\Ш„)\ Ь\ \6t((3n + п

- 6t{j3n)\ < c 2 9„ п

Ь\ (7.3.4)

(7.3.5)

при п>п0, | 0 | < 0 „ и t = 0,1,2,...
Напомним, что в однопараметрической авторегрессии при q = 1

Ш = Р\ *-=0,1,2

и, кроме того, для некоторого Ь\, 0 < 6 < &i < 1 и \в\ ^ 0„

(см. доказательство леммы 6.9.1). Таким образом, неравенства (7.3.4)
и (7.3.5) устанавливают аналогичные свойства последовательности
{6t, t = 0,1,2,...} при произвольном q.

Пусть fcJO) = (fcji(/3),..., kjq(l3)) — j-я строка матрицы КЦЗ).
Для доказательства теоремы достаточно показать

sup

= op(l), j = l,...,q. (7.3.6)

Будем доказывать (7.3.6) для j = 1, это упростит обозначения.
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Из определения (7.2.12) следует

п - 1

n - 1

+ n ~ 1 / 2 E (6*-i(^» + n"1 / 20) - St-id3n))rtn((3n). (7.3.8)
t=i

Рассмотрим сначала (7.3.8).

Л е м м а 7.3.1. Пусть выполнено условие 6.1.1, верна Hin(a)t

О < 0 < оо.

Тогда супремум (7.3.8) по \9\ < 0п г , г < 1/2, есть ор(1).

Лемма 7.3.1 доказывается аналогично лемме 6.9.1 с использова-
нием неравенства (7.3.5) и соотношения (7.2.14).

Рассмотрим теперь (7.3.7). Рассуждая, как при доказательстве
теоремы 6.4.1 (см. соотношение (6.9.4) и следующие за ним), перепи-
шем это выражение в виде

п-1

E^-i(A» + Vn){4xtn(9) +4уы{9) -2utn(9j),
<=i

где щ = (u t,«t_i,...,«t_ 9+i)T, Afc(a?) определены в (6.9.3), »/„ =

^ - ! ) - Д*_«(0)Д*(0) + Д*-*(0)С?(0)],

Л е м м а 7.3.2. Яусть вьтодмекы условия 6.1.2, 6.1.3, верка
альтернатива Hin(a), Qn = 0 n " r , r > 1/4, 0 < 0 < оо.
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Тогда:

[Ч.И

1) sup

2) sup
1 |

п - 1

t = l
п-1

<_i(/3n +Т]п)щп(в)
t=l

Лемма 7.3.2 доказывается аналогично лемме 6.9.4 с использова-
нием неравенства (7.3.4).

Л е м м а 7.3.3. Пусть выполнены условия 6.1.2, 6.1.3, верна
1 + 5

альтернатива #1„(а), 8 = min(A, 1), Оп = Qn r, г >

0< в <оо.
Тогда

sup

2(1 + 26)'

= 0,(1).

Лемма 7.3.3 доказывается аналогично лемме 6.9.6. При этом ана-
логом соотношения (6.9.35) является соотношение

Nn n

Последнее выражение в силу представления (7.1.5) и закона больших
чисел равно

«,_i(j8o)(e*-iC8o), «f-aOo), • • -, 6t_q(f3o)f+
t=i

+ oP(l) = -\ 9(0) E|£l | fcf О30)в + op(l),

что и объясняет утверждение леммы.
Теперь из лемм 7.3.1-7.3.3, соотношений (7.3.7)-(7.3.8) и нера-

С 1

венства < - следует справедливость (7.3.5) для j = 1. Тео-

рема доказана. •

Аналогом следствия 6.4.1 является полезное в дальнейшем

С л е д с т в и е 7.3.1. Если выполнены условия 6.1.1—6.1.3,
верна альтернатива Hin(a), Д, — любая последовательность, для
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которой пх12~а (вп— 0„) = О„(1) а < 8 — miWA 11

Легко убедиться, что асимптотическое распределение статистики
n~xl2ln(f3n) при альтернативе Н\п(а) и условии 6.1.1 то же самое, что
и статистики п~1121%(0й) при гипотезе Я о . С учетом этого замечания
из теоремы 7.2.3 и следствия 7.3.1 следует

Т е о р е м а 7.3.2. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.
Тогда при альтернативе Нгп{а)

!*(jSo) = n-'IXi^) - Xs(/3o) a

а, следовательно,

Итак, асимптотический сдвиг статистики п~^Ч^(/Зо) при аль-
тернативе Я1„(о) равен

-A 5(/3o)a= 2</(0)E|£i|if(/30)a.

Следовательно, асимптотический сдвиг п" 1 / 2 /*„(/Зо), j = 1,..., q (на-
помним, что //„(А)) является тестовой статистикой для проверки ги-
потезы Яо: /3 = /Зо против альтернатив Н+, Hf, Яу; см. (7.2.9),
(7.2.10)), при Я 1 п (о) с a = (0,....0,a h0,...,Of равен

оо

2 0(0) E|ei \kjj<fio)aj
<=o

Обозначим х2(«, А2) нецентральное хи-квадрат распределение с q
степенями свободы и параметром нецентральности А2. Теорема 7.3.2
влечет следующее утверждение для L»,s из (7.2.24).

Т е о р е м а 7.3.3. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3 и
верна альтернатива Hin(a).

Тогда

где параметр нецентральности А| = (2#(0) E|ei |) aTK(/3o)a.

Отметим, что в силу (7.2.22) А| ~ гСх*т1п(Рп,Рп)а, we
In{P> в) — информация Фишера о векторе /3, содержащаяся в Sn(6).
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Теорема 7.3.3 позволяет находить АОЭ знакового теста со ста-
тистикой £n,s(/3o) относительно известных тестов. В частности, при

= 0, Eef < oo и #m(a)

M , ( a , K - l ( p o ) ) , (7.3.10)

откуда

Ln,Ls(P) := пфп,Ь8 -PofK(/3o)(pn>LS -/3 0 ) ^ Х2(«, A£s),

где А | 5 = атК(/Зо)а- Доказательство (7.3.10) аналогично доказа-
тельству теоремы 5.3.2.

Поэтому АОЭ знакового теста со статистикой Lnis(Po) относи-
тельно общеупотребительного теста со статистикой Ln>Ls($o) есть

и такая же, как в однопараметрической схеме при q = 1 (см. § 6.5).

§ 7.4. Проверка линейных гипотез

В этом параграфе нашей целью будет построение знаковых тестов
для проверки линейных гипотез относительно вектора /3 и исследова-
ние асимптотической мощности этих тестов при близких альтернати-
вах.

Пусть вектор /3 разбит на подвекторы Рт = (ft1) ,ft2^ ), где
векторы р('\ г — 1,2, имеют размерности m и q — m соответственно,
1 ^ m < q. Мы рассматриваем линейную гипотезу вида

Н'о: /*»>=/*?>, (7.4.1)

где /г0 — известный вектор, а ft1) — мешающий параметр.

При fr0' = 0 гипотеза Н'о из (7.4.1) означает, что истинный по-
рядок уравнения (7.1.1) равен m и m < q.

Асимптотическую мощность строящихся далее тестов будем
исследовать при близких альтернативах

Н1п(а): р = /Зп:=13о + an-1/2 + ofa" 1/ 2), (7.4.2)

где ft = (ftVT,pWT), aT_ = (aWT,aWT) - постоянный вектор
с подвекторами размерностей m и q — m соответственно. Мы до-
пускаем, таким образом, что при альтернативе Н\п{а) мешающий
параметр /З^1) меняется на величину порядка O(n - 1 / 2 ) .

Перейдем к построению тестовых статистик. Определим матри-
цы J(P) порядка mxm, М(Р) порядка (q - m) X (q - m) и ВТ(Р)
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порядка m x (q — m) равенством

где матрица К(/3) определена в (7.1.11). Пусть

о

где COS) = M(/3) - B{p)J-*(fi)BT{p).

Легко убедиться, что

(p) = K-\p). (7.4.3)

Пусть /3n — последовательность, зависящая от наблюдений
«i_,,...,wn и гипотетического вектора $у из (7.4.1), такая, что
Vn{fin — А,) = Ор(1) при Hin(a). В частности, можно взять /3„ рав-
ным вектору /3„0, где

№Т), (7.4.4)

a j8n — \ / " - с о с т о я т е л ь н а я оценка /З^1). При E^i = 0 и Ее? < оов
— ^

сипу (7.3.10) в качестве /3„ можно взять fin,LS-
Обозначим Vn состоятельную при ffin(a) оценку матрицы

V(/30), например, Vn = У(Д,).

Аналогично вектору /3 разобъем вектор (5п на подвекторы

)3^ = (/§п ,/Зп ) размерностей т и } - т соответственно.
Пусть вектор 1^(в) определен соотношениями (7.2.15), (7.2.12).

Статистикой теста для проверки гипотезы Н'о из (7.4.1) возьмем

К,зФ»*) •= п-Х\*°У^Жо)\2, (7.4.5)

где ж — ортогональная проекция на последние q — m компонент.

Предельное распределение статистики ££ 5(А»о) при альтерна-
тиве Hin(a) из (7.4.2) описывается следующей теоремой.

Т е о р е м а 7.4.1. Пусть выполнены условия 6.1.1-6.1.3.

Тогда при альтернативе # i n («) аз (7.4.2)
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где параметр нецентральности

[Ч.П

В частности, при гипотезе Н'о из (7.4.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о . При Hin(a) по предположению \fn(fin —
—/Зп) = Ор(1). Следовательно, и для вектора /Зпо из (7.4.4) у/пфпа—
—Д,) = Ор(1). Поэтому в силу следствия 7.3.1, состоятельности Vn и
соотношения (7.4.3) имеем

*l*фп0) = n n) - 2f(0) E | e i | x

" Эп) + Ор(\) =

п) - 2g(0)E\e1\VT(/30)K(l30)x

Поскольку

0

то из (7.4.6) следует

voVT(pn)lZ(/3n) = ж о VT(l3o)l*(А0+

a(2) + o p (l). (7.4.7)

Утверждение теоремы следует теперь из сходимости при альтернати-
ве Hin(a)

(Eg-m — единичная матрица порядка q — m) и соотношения (7.4.7).
Теорема 7.4.1 доказана. •

В [92] для схемы (7.1.1), удовлетворяющей условиям JIAH, были
построены, в частности, следующие тесты для проверки гипотезы Н'о.
Пусть

fc=i
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где

щ~1 = (щ-1,..., uk-q)
T, ек(в) = ик~ 8Tuk-i,

Iip2dG <oo, [фсЮ = 0.

Пусть а2 = Ш\, W = cr'^-V и Wn — состоятельная оценка W.
Тестовой статистикой бралась

(j Ф2<ю)~Х\*оЪГ?фпфп0)\\ (7.4.8)

Тогда [92, теорема 4.1]: если ф и G дважды непрерывно дифферен-
цируемы с ограниченными производными и Е е | < оо, то при Hin(a)
статистика (7.4.8) слабо сходится к X2(Q — Щ 82(ф)), где

При ф{х) = х/(т2 тест со статистикой (7.4.8) асимптотически
эквивалентен тесту, основанному на оценке наименьших квадратов.
В этом случае 62(ф) — a,W C(/30)a(2), и АОЭ теста со статистикой
(7.4.5) относительно теста со статистикой (7.4.8) есть опять, как в
§7.3,

При ф = д'/д тест со статистикой (7.4.8) является асимптоти-
чески максминным в локальном смысле ([92, теорема 3.3], определения
см. там же). В этом случае

и АОЭ знакового теста (7.4.4) относительно такого асимптотически
оптимального параметрического теста равна

Последняя величина всегда меньше единицы (см. замечание в § 7.2
после соотношения (7.2.23)). Подчеркнем однако, что тесты из [92]
и другие известные тесты для проверки линейных гипотез (см. на-
пример, [2, 45; 12, 71] и имеющуюся там библиографию) построены в
предположении Ее? < оо или при еще более жестких моментных огра-
ничениях. В отличие от известных тестов, тест со статистикой (7.4.5)
применим и в тех случаях, когда условие Ее? < оо не выполнено.
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§ 7.5. Знаковые оценки параметров

В этом параграфе поставим задачей оценить неизвестный век-
тор /3 в схеме (7.1.1) с помощью статистик знаковых тестов из § 7.2.

Возможны разные подходы к определению непараметрических
знаковых оценок, в случае однопараметрической авторегрессии мы
рассмотрели их в § 6.6. К сожалению, не все из них легко распростра-
няются на многопараметрическую авторегрессию. Например, труд-
ности возникают с аналогом оценки Pn,s, получаемой решением урав-
нения (6.6.6). С подобной оценки и начнем.

7.5.1. Знаковая оценка Pn,s- Будем предполагать выполнен-
ными условия 6.1.1-6.1.3. Рассмотрим вектор J,f (0) из (7.2.15), компо-
ненты которого определены соотношением (7.2.12). Следуя однопара-
метрическому случаю, естественно брать оценкой вектора /3 решение
уравнения

0. (7.5.1)

В (7.5.1) символ -=- означает, как и в одномерном случае, переход век-
торной функции In (в) через нуль. Однако, в отличие от одномерного
случая, в Ж* через точку можно «перейти» по многим направлениям, а
потому соответствующее определение может быть дано несколькими
способами. Один из них — простейший — состоит в следующем.

По определению векторная функция 1п(9) переходит в точке
во = (#10, • • •, 0qo)T через нуль, если при любом j = 1,..., q одномер-
ная функция Ifnifao,• • ;Oj-i,o,9j,9j+i,o,• • -,0яо) одной переменной Oj
переходит в точке 0JQ через нуль.

Аналогично одномерному случаю (см. доказательство теоре-
мы 6.6.2) показывается, что для любого решения вп уравнения (7.5.1)

п-1'Ч*фп) = ор(1). (7.5.2)

Поэтому, если существует л/п-состоятельное решение $n,s уравнения
(7.5.1) (а только такие решения нас и интересуют), то в силу (7.5.2)
и следствия 7.3.1 (с Д, = /30 = /3, Д, = Д, | | 5 и а = 0)

V»(A.,s ~ /3) = -Х?{Р>-ЧХ(Р) + оР(1), (7.5.3)

где матрица \s(P) определена в (7.3.1).
Соотношение (7.5.3) и теорема 7.2.3 непосредственно влекут

s ~/3)^> N(0, S5(/3)), (7.5.4)

где
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матрица K(fi) определена в (7.1.11). Соотношения (7.5.3)-(7.5.4) об-
общают утверждения теоремы 6.6.2 на случай произвольного q.

Отметим, что в силу (7.2.22) предельная ковариация Ss(/3) в
(7.5.4) совпадает с предельным значением матрицы nI~l(P,p), где
1п(Р,&) — информация Фишера, содержащаяся в векторе Sn(6)) от-
носительно векторного параметра /9.

Доказательство существования у^г-состоятельного решения урав-
нения (7.5.1) не очень простая задача даже при наличии теоремы 7.3.1,
и в этой книге мы ею заниматься не будем. Более того, есть и другая
неприятность, связанная с определением (7.5.1), — необходимость вы-
бора нужного (т.е. •^п-состоятельното) решения среди всех решений
уравнения (7.5.1).

Обратимся к другой возможности. Определим оценку как реше-
ние экстремальной задачи

|1*(в)| = » inf . (7.5.5)

Легко показать, что у^-состоятельные решения задач (7.5.1) и (7.5.5)
асимптотически эквивалентны в смысле предельного распределения.
Действительно, пусть вектор /Зп определяется соотношением

(̂Д„ -/3) = -X^Wn-WlStf). (7.5.6)

В силу теоремы 7.2.3 вектор у/п(/Зп —/3) слабо сходится к гауссовско-
му, а потому л/пфп - Р) = Ор(1). Подставляя Д» вместо Д, в соот-
ношение (7.3.9) (при /Эп = /Зо = Р и а - 0), убеждаемся, что

п-1/21п

5(Д„) = ор(1). (7.5.7)

Из (7.5.7) следует, что для любого решения /3„ задачи (7.5.5) и по-
давно п~х1Ц^ф^) — ор(1). Если же, вдобавок, решение задачи (7.5.5)
является \/п-состоятельным (обозначим такое решение fin,s), то для
него в силу следствия 7.3.1 (опять с /3„ = ро — /3 и а = 0) выполнены
соотношения (7.5.3)-(7.5.4).

Итак, задачи (7.5.1) и (7.5.5) определяют асимптотически эквива-
лентные у^-состоятельные знаковые оценки (разумеется, если такие
существуют).

Понятно, что доказать существование у / " - с о с т о я т е л ь н о г о реше-
ния задачи (7.5.5) и выделить среди всех решений нужное — задача
той же трудности, что и при определении (7.5.1). Подобные труд-
ности возникают всегда при использовании JW-оценок. Однако то, с
чем относительно легко справиться в случае гладких или негладких,
но выпуклых целевых функций, представляет гораздо более серьезную
задачу примени?гельно к //(#)•

К счастью, есть несколько возможностей обойти указанные труд-
ности.
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7.5.2. Знаковая оценка Pn,s~ Будем строить оценку не с помо-
щью функции 1^(9), а с помощью более простой кусочно постоянной
функции

*„5 (Д., в) = (1?пфп, 0),..., lq

sM,e)f,
где

n-j-l

а Д, — какая-нибудь предварительная у^-состоятельная оценка /3.
Напомним, что величины Г*„(0) определены в (7.2.11), а последова-
тельность {6t(f3), t = l-q,2-q,...} — B (7.1.3).

Назовем непараметрической знаковой оценкой вектора/3 (и обоз-
начим ее J3nts) любую случайную величину, являющуюся решением
задачи

1'п(Д».в)|=> inf , (7-5.8)
ф ( )

где QOn) = {в: j-y/"(^ - Ai)| ^ bgn} . Свойства /3n>s описывает сле-
дующая теорема.

Т е о р е м а 7.5.1. Если выполнены условия 6.1.1-6.1.3,
ф — Р) = <2р(1)> то справедливы соотношения

ор(1), (7.5.9)

ЛГ(О, 2 в 03)), 0 )

Д о к а з а т е л ь с т в о . В условиях теоремы

sup \п-1<Хфп> р + п-^ в) - п-^(0 + п-^Щ = ор(1)
^01

(см. [54]), что совместно с теоремой 7.3.1 (при (Зп = (За — Р) влечет
стохастическое разложение

sup \п-Ч213фп>р + п-1'2в)-1£ф)-\8(р)в\ = ор(1). (7.5.11)
<01

Из (7.5.11) аналогично следствию 7.3.1 получаем: если /3£ — любая
статистика, для которой

то
1/%Ф -р) + Ор(1). (7.5.12)
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С вероятностью, стремящейся к единице, Д, из (7.5.6) попадает в
множество Q (Д„), и в силу (7.5.12) п~^2 l£(J3n, Д.) = ор(1). Следова-
тельно, и подавно

A,s) = op{\). (7.5.13)

В силу определения j3nis

>/«(&,*-£)/ log п = О„(1),

что совместно с (7.5.12) и (7.5.13) влечет (7.5.9). Соотношение (7.5.10)
следует из (7.5.9) и теоремы 7.2.3. Теорема 7.5.1 полностью доказа-
на. •

Численное решение задачи (7,5.8) не представляется чрезмерно
сложным, при малых q его можно искать простым перебором, так как

Ф&) принимает конечное множество значений внутри Q (/§„).

7.5.3. Знаковая оценка/3^ s . Рассмотрим другую оценку, 0*s,
асимптотически эквивалентную в смысле предельного распределения
решению задачи (7.5.8). А именно, пусть еп — состоятельная оценка
матрицы \s(P),

X,s •= Д. - (nSn)-1!*(Д,). (7.5.14)

Следствие 7.3.1 (с /Э„ = /30 = /3 и а = 0) влечет следующую теорему.

Т е о р е м а 7.5.2. Пусть у/п(рп - /3) = Ор(1), ёп — состоя-
тельная оценка матрицы \s(P) « выполнены условия 6.1.1-6.1.3.

Тогда

- 1 / 2 1*&) + о„(1) - ^ iV(0, S

Отметим, что j3£s не является решением задачи (7.5.8), но удо-
влетворяет условию

Для построения оценки еп достаточно состоятельно оценить постоян-
ную - 2 g (0) E|ei | и матрицу К(/3). Eanxj3n = Фш> • • •. %п)Т и вектор
Рп - (ikntfan, • • >,%п)т отличается от Д» лишь первой компонентой
Щ.п — An + hn~xl2, h ф 0 — постоянная, то состоятельной оценкой
постоянной — 2(/(0)E|ei| будет

9 М. В. Болдин и др.
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Состоятельной оценкой матрицы К(/3) будет К(($„).
Другая состоятельная оценка Xs(0) имеет вид

е„ = -2дптпкфп),

где

дп =

— оценка Парзена—Розенблатта с гауссовским ядром <f>(x), hn —
Т

ГПп =

Отметим, что оценки /Зп>$ (и, разумеется, Pn,s> Pn,s) и

fin,LS> fin,LD имеют асимптотические ковариационные матрицы,
лишь множителем различающиеся между собой. А именно (см., [2,
45, теорема 5.5.7]), если Eei = 0, Eef < оо, то

Если же E£i = 0, Ее? < оо, <?(0) = 1/2, д(х) непрерывна в некоторой
окрестности нуля и д(0) > 0, то (см. [102])

^ N(0,

Если под АОЭ оценки f5n,s относительно fin>is и fln,LD понимать от-
ношение коэффициннтов перед К~1{^) в предельных ковариационных
матрицах оценок, то такая АОЭ оказывается равной соответственно
es,LS = (2ff(0)E|ei|)2 и es,LD = (E|£i|)2/Eef и такой же, как в случае
однопараметрической авторегрессии (см. § б.б и § 6.5).

Завершим параграф замечаниями о предварительной у/п-
состоятельной оценке, участвующей в определении знаковых оценок
(5n,s и Pn,s- Простейший подходящий пример — оценка наименьших
квадратов J3n,LS, которая ^-состоятельна при симметричной G(x) и
Elog + | e | < оо (см. [111]). К сожалению, ftn,LS имеет неограничен-
ный функционал влияния, а /3П|5 будет его наследовать: для одно-
параметрической авторегрессии мы показали это в п. 5.6.1 и 6.7.2, а
в общем случае рассмотрим эти вопросы в следующем параграфе. В
связи с этим представляет интерес класс взвешенных оценок наимень-
ших модулей. В однопараметрической авторегрессии такие оценки
рассматривались в п. 5.3.3. Итак, будем брать оценкой /3 измеримое
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решение задачи

inf . (7.5.15)
*=i e e R *

Целевая функция в (7.5.15) выпукла вниз, и решение (обозначим его
Pn,LDw) всегда существует. Предположим, что выполнены следую-
щие условия.

У с л о в и е 7.5.1.

Шх = 0, Щ\1р(и{)\ < оо,

-оо < \LDW(P) := - 2g(0)Ep\tfvi)\uli% < 0,

О < KLDW{P) := E /3V?2(MI)«I«?' < оо.

У с л о в и е 7.5.2. max п~11"*\<р{щ)й)!\ = ор(1).

У с л о в и е 7.5.3. С?(0) = 1/2, з(ж) непрерывна в окрестно-
сти нуля.

Следуя схеме доказательства [102, теорема 2], получаем: при
условиях 7.5.1-7.5.3

где

Уместно отметить: при изучении взвешенных оценок наимень-
ших модулей в случае однопараметрической авторегрессии в п. 5.3.3
мы переходили от экстремальной задачи (5.5.8) к эквивалентному
уравнению (5.5.9), которое и изучали. В случае многопараметри-
ческой авторегрессии переходить от выпуклой задачи (7.5.15) к ана-
логичному (5.5.9) уравнению

*-i) -г О

нецелесообразно: это приведет к необходимости преодолевать те же
трудности, что и при определении знаковой оценки в виде решения
уравнения (7.5.1).

Результаты этого параграфа были опубликованы в [54].
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§ 7.6. Функционалы влияния оценок
в многопараметрической авторегрессии

Пусть наблюдается вектор 1^ = (yi-g,.. -,уп), где

Уг=Щ + г1^, ieZ. (7.6.1)

В (7.6.1) величины {щ} удовлетворяют (7.1.1); {&} — н.о.р.сл.в. с
распределением ц% из некоторого класса допустимых распределений
9 % z? ~ Bi(l,7), 0 < 7 < 1) У — уровень засорения, {z]} —
н.о.р.сл.в.; последовательности {щ}, {zj}, {£,•} независимы между
собой. Мы продолжаем рассматривать, таким образом, простейшую
схему засорения данных независимыми (одиночными) выбросами, ра-
нее это делалось в § 5.6 и § 6.7.

Определения функционалов влияния и чувствительности к боль-
шим ошибкам для оценок /3„ векторного параметра /3 принципиально
ничем не отличаются от определений из § 5.6 для скалярного случая.
А именно, предположим, что существует предел

И вО=Р.
Назовем функционалом влияния оценки /Зп вектор

IF(ei,^) = lim^^- (7.6.2)

(разумеется, если этот предел существует). Функционал влияния
характеризует величину главного линейного члена в разложении
асимптотического смещения

Предпочтительнее оценки, для которых величина

y):= sup

— чувствительность к большим ошибкам — конечна. В этом слу-
чае главный член разложения для асимптотического смещения рав-
номерно мал при всех возможных засорениях и малых у. Качествен-
но последнее означает, что оценка при малых у будет слабо зависеть
даже от очень больших выбросов в данных.

Перейдем к примерам.

7д6.1. Функционал влияния оценки наименьших квадра-
тов $ntLS.

П р е д п о л о ж е н и я . Eei = 0, Eef < оо, Е£? < оо-
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Оценка наименьших квадратов J3n,LS в случае засоренной выбор-
ки определяется как решение экстремальной задачи

где t/,-_i = (y,_i,. ..,yi-q)
T. Последняя задача эквивалентна уравне-

нию

х = 1

где

Ф? s(Yn, в) = (w-i(» - eTm-i), • • •,»-,(» - eTyi-q))T.

В силу эргодической теоремы для 0 ^ 7 ^ 1 и ^ € ^ '

где

^ 1), i = l,.-.,g. (7-6.4)

Легко видеть, ALS(0,P) = 0. Заменяя в (7.6.4) yj его выра-
жением из (7.6.1) и пользуясь независимостью последовательностей
{u,}, {zj}, {£,•}, а также величин {я/} и {&}, легко находим, что

A ( e ) и -xzA.Ls(7>e) существуют и непрерывны по (у,в)

при 0 < 7 < 1, в G Ж?;

^ (7.6.5)

(7.6.6)

Поскольку последняя матрица невырождена, в силу теоремы о
неявной функции уравнение

в некоторой окрестности точки (0, /3) имеет единственное и дифферен-
цируемое по 7 решение 9*js, 9%s = /3, и в силу (7.6.5)-(7.6.6)

d7

E £ i Е^-1(/З)/3. (7.6.7)

7=0
Eel
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При малых 7 корень 8%s единственный во всем пространстве Ж9, он
выписывается явно. Решение уравнения (7.6.3) (т.е. оценка наимень-
ших квадратов /3n,£s) при малых 7 с вероятностью, стремящейся к
единице, существует и единственно, причем также выписывается яв-
но. Из этих явных соотношений легко следует, что

Pn,is — • » 7 •

Последнее равенство совместно с (7.6.7) и определением (7.6.2) влечет

При д = 1 последнее соотношение совпадает с (5.6.9). Если ЯН,-, ё =
= 1,2, — класс распределений /Л( с конечным ё-м моментом, то

= oo,

7.6.2. Функционал влияния оценки наименьших модулей

П р е д п о л о ж е н и я . Eei = 0, Ее? < оо, Е£? < оо,
д(х) непрерывна, sup д(х) < оо, д(0) > О, G(0) = 1/2.

X

Оценка наименьших модулей f5n,LD определяется как решение за-
дачи

п

inf . (7.6.8)

Целевая функция в (7.6.8) выпукла вниз, а потому это решение су-
ществует, оно п.н. единственно в силу непрерывности распределения
наблюдений. В силу эргодической теоремы

п _

П~

Функция Ep\yi - втуо\ есть предел выпуклых функций, а потому вы-
пукла. Это гладкая функция, и ее минимум достигается в точках,
удовлетворяющих уравнению

Щ\ 0 Т \ Щ i ( - втуо) = 0. (7.6.9)

Обозначим

, в) = Щуо sign(j/i - вту0),
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тогда Az,£>(0,/3) = 0. Перепишем Ац>(у,в) по формуле полного ма-
тематического ожидания в виде

АьоЬ, ^ = ЪрУо [l - 2G((0 - Pfu0 + J2 0йх{_£хч + z\l

9 Г ' 1

»=o "- j=i J

где случайные события Н,- состоят в том, что точно i величин из
£-q+i, • •., £i отличны от нуля. В последнем выражении условные сред-
ние от 7 не зависят, а вероятности представляют собой полиномы от
7- Отсюда легко усмотреть, что существует непрерывная по (7, в)

dALnh,e)
при 0 б Ж * и О ^ 7 ^ 1 матрица ^ и, в частности,

dALD(y,6)
существует непрерывная производная ^ и, в частности,

( 7 Л Л 1 )

где AfD{j3) = E ^ i (I - 2G(#6)) , i = 1, • • •> Я-
Следовательно, в некоторой окрестности точки (0,/3) уравне-

ние (7.6.9) имеет единственное и дифференцируемое решение 6%D

%° = р, и в силу (7.6.10)-(7.6Л1)

t*«iV7

d7

= [2S(0)Ee?Jir(i8)] AUDOS). (7.6.12)
7 = 0

Поскольку матрица — \LD(P) положительно определена, в некото-

рой окрестности (0,/3) положительно определенной является матри-

ца £ ^ 7 ' ^ • Следовательно, в точке 9%D функция E^|yi - 0 т у о |

дв - .
имеет строгий минимум и, более того, у выпуклой функции он толь-
ко один. Этого достаточно, чтобы, повторяя доказательство теоремы
2.2.1 в [51], установить сходимость /3n,LD к 9%° по вероятности (при
малых 7)-

В силу (7.6.12) и (7.6.2) получаем
(7.6.13)
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При q = 1 последнее соотношение совпадает с (5.6.12).
Если & = £ и £ — постоянная, то при / 3 ^ 0 | JF(ft£D, /х )̂| —J- OO,

когда £ -+ со. Следовательно,

,e7) = oo,

7.6.3. Функционал влияния взвешенных оценок наимень-
ших модулей Pn,LDW-

П р е д п о л о ж е н и я .

Eei=0, E|ei |<oo, Е|&| < oo;

Ep\<p(m)\ < oo, Ep\<p(yi)myi\ < °° nP« лалыгг г,

-oo < AixwO^) := - 2<7(O)E|¥>(«i)|«i«f < 0;

^(a;) непрерывна, supg(x)<oo, G(0) = 1/2, ff(0) > 0.

Аналогично оценке наименьших модулей показывается, что: лю-
бая последовательность случайных величин f)n,LDW, являющихся при
каждом п решением задачи

при малых 7 сходится по вероятности к G%DW; функционал влияния

A равен

(7.6.15)

где

«*,f = («0, • • .,«2-*, «1-fc

— символ Кронекера.
Соотношение (7.6.15) совместно с условием

sup \xtp(x)\ <oo (7.6.16)
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влечет неравенство

Здесь 9Jtf — класс распределений р^, удовлетворяющих условиям
Ej£i| < оо и E^l^yi) ! < со, Щ\<р(у1)ту£\ < со.

Стоит отметить, что при q= 1 мы вместо экстремальной задачи
(7.6.14) рассматривали в п. 5.6.3 эквивалентное ей уравнение (5.6.14).
Это позволило найти функционал влияния (5n,LDW при условиях 5.6.5,
5.6.6, которые слабее сформулированных здесь. Разумеется, при q = 1
из (7.6.15) следуют соотношения п. 5.6.3, а при <p(yi) = 1 (7.6.15)
совпадает с (7.6.13).

7.6.4. Функционал влияния знаковой оценки A»,s- Для
незасоренных данных оценка /3n,s была определена в (7.5.8). В случае
схемы (7.6.1) /3n>s определяется как измеримое решение задачи

|/п

5(Д„,0)|=> inf ,

где

и предварительная оценка /Зп так же, как и 1п(0п > 0), основаны на 1^.

П р е д п о л о ж е н и я . Предварительная оценка сходится:
л Ре

Ai —>в у , и существует функционал влияния JF(07,/if).

Тогда из определения оценки fin,s непосредственно следует

Hn,S f " 7 — vy>

и, значит, IF(e^tfi() = JJP(07,/if). Таким образом, знаковая оцен-
ка рп>8 наследует функционал влияния предварительной оценки (Зп-
В качестве последней можно взять какую-нибудь взвешенную оцен-
ку наименьших модулей, удовлетворяющую условию (7.6.16); тогда
чувствительность /3nis будет конечной.

7.6.5. Функционал влияния знаковой оценки /3*s. В силу
(7.5.14) эта оценка в случае засоренной выборки определяется соотно-
шением

где предварительная оценка /Зп, а также е„ и l£ строятся по Yn.
Пусть справедливы следующие
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П р е д п о л о ж е н и я .

G(0) = l/2, supflf(x)<oo, g(0)>0, g(x) непрерывна;
X

предварительная оценка (Зп имеет функционал влияния;

е„ - A etf, 6Q = As(/3) и функция в* непрерывна в точке 7 = 0.

Если у/п((3„ — в-,) = Ор(1), то последнему требованию удовлетво-
ряет оценка

е„ = — 2 </„ тпК((Зп),

где

— оценка плотности типа Парзена—Розенблатта с гауссовским ядром
ф), hn = п-а, 0 < а < 1/4;

8 = 1

При малых 7

/3„*,5 ^ < := 0т - ( ^ - ^ ^ ( т , в7), (7.6.17)

где

А/(7, в) = £ ; 6t(0)E^ sign [(уо - 6Ty-i)(yt+i 0y ( + j - i ) ] , ,_ . 1 . .
<=o (7.0.1»;

3 = !,••-,«•

Функция As (7,0) определена при любом 0 < 7 ^ 1 и 0 из не-
которой окрестности \в — /3\ ^ е, так как при достаточно малом £
величины 6t(6) экспоненциально убывают к нулю вполне аналогично
величинам 8t(fi) (см. неравенства (7.1.4) и (7.3.3)). Доказательство
соотношения (7.6.17) при произвольном q принципиально ничем не
отличается от доказательства аналогичного соотношения (6.7.19) для
9 = 1, которое мы привели со всеми подробностями в п. 6.7.3.

Из (7.6.18) и (7.6.17) следует, что

A5(0,j8)=:O, 0o*
S = /3. (7.6.19)
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Аналогично доказательству леммы 6.7.1 устанавливается, что при
сделанных предположениях частные производные от As (у, в) су-
ществуют и непрерывны по (у, в) при \в ~ /3| ^ е, 0 ^ у ^ 1. В
частности,

где

(7.6.2!)

'£
t=0 fc=0

Теперь (7.6.17), непрерывная дифференцируемость Л(7,0) и
непрерывность б* в нуле влекут

o;s = в, - (ЛОЗ) + O(I))- I (A S (O,«+

Последнее соотношение, (7.6.19)—(7.6.21) и существование функциона-
ла влияния у предварительной оценки влекут

; i ( ) := Um J L — ^ = \?(flA8(p). (7.6.22)

При q = 1 (7.6.22) совпадает с функционалом влияния непараметри-
ческой знаковой оценки /?„,$ (6.7.13). Легко видеть, GES(Mi,e*s) <
<оо.

Результаты этого параграфа были опубликованы в [54].

§ 7.7. Эмпирическая функция распределения
и эмпирические процессы,
построенные по остаткам

Рассмотрим авторегрессионную схему (7.1.1) в предположении,
что выполнены условия 6.5.2,6.5.3. Ради удобства напомним их здесь:

= 0, M | e i | 1 + A < оо при некотором А > 0;

G(x) имеет плотность д(х) и sup#(a:) < оо, д(х) удовлетворя-

ет условию Липшица.
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Пусть ui-q, ...,«„ — наблюдения из строго стационарного реше-
ния (7.1.5) уравнения (7.1.1).

Одной из задач настоящего параграфа будет построение по этим
наблюдениям тестов типа Колмогорова и омега-квадрат для проверки
гипотез о виде функции распределения G{x). Мы будем рассматри-
вать различные гипотезы, в частности,

HQ: G{x) = GQ(X), Go{x) полностью известна; (7.7.1)

а также гипотезу о принадлежности G(x) параметрическому се-
мейству

HG: G{x) € {G(x, А), А = (А2,..., A r)
T € Л}, (7.7.2)

Л — область в Жг.
Наши тесты будут основываться на эмпирической функции

распределения Gn(x), построенной по оценкам ненаблюдаемых слу-
чайных ВеЛИЧИН £!,...,£„.

Исследование асимптотических свойств функции Gn(x) составля-
ет вторую и основную задачу настоящего параграфа.

Итак, пусть для в = ($i,..., 6q)
T € Шя

ек(в) := ик - 9\Uk-i - . . . - вдЩ-q, к = 1,..., п,

Статистика Gn(x, в) есть подобие эмпирической функции распределе-
ния, построенной по зависимым при /3 ф в величинам £i(0),..., еп(0)-
Поскольку £jt(/3) = вк, то Gn(x,(3) есть истинная эмпирическая функ-
ция распределения, построенная по ei,...,en- Вектор /3 неизвестен и
построить Gn{x,p) можно только гипотетически. Мы установим рав-
номерную по х близость С„(ж,/3) и Gn(x,e) при \в - /3| < п~ 1 / 2 в,
О < 0 < оо. Отсюда, пользуясь хорошо известными свойства-
ми Gn{x,l5) (о которых скажем дальше), мы получим утверждения

относительно Gn(x) := Gn(x,J3n), где Д„ — -у/"-состоятельная оцен-
ка 0.

Основным результатом параграфа является

Т е о р е м а 7.7.1. Предположим, что выполнены условия 6.5.2,
6.5.3.

Тогда при любом 0 < 0 < оо

sup sup
||
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Теорема 7.7.1 доказана в приложении, § 7.8. Для случая конечной
дисперсии Ъе\ < oo она была опубликована в [6]. В [55] теорема 7.7.1

обобщена на случай |0| ^ Qna, a < min (-, -т- -j-Л-

Обозначим ради краткости Gn(x,/3) = Gn(x).

С л е д с т в и е 7.7.1. Если выполнены условия 6.5.2, 6.5.3 и
у/гЦРп - 0) = Ор{1), то

n(x)-Gn(x)\ = Op(l). (7.7.3)
X

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любых е, S > 0 и 0 < 6 < со

supу/Ц\бп(х) - Gn(x) | > е 1 <

sup V^ I Gn(x) - Gn{x) | > e, \у/пфп - Э)| <

+ Рр{\у/Ифп-Р\>в}^

sup sup V« I Gn{x, (3 + n-V2e) - Gn(x, p) j > Л +

при вснх достаточно больших п и 0 в силу теоремы 7.7.1 и условия
^ Д - / 3 ) = ОР(1). •

Следствие 7.7.1 открывает возможность для асимптотических
проверок гипотез о функции распределения случайных ошибок в схе-
ме авторегрессии подобно тому, как это делается в схеме повторных
независимых наблюдений. Начнем с проверки гипотезы #о из (7.7.1).
Пусть В [0,1], как и в § 5.7, будет метрическое пространство Скоро-
хода функций без разрывов 2-го рода, определенных на отрезке [0,1],
a w(t), i € [0,1], — броуновский мост. Обозначим G~1(t) обратную к
G(x) функцию,

G~\t) := sup{«: G{x) < t).

Введем случайные процессы

tG [0,1].

В силу (7.7.3)
sup | wn(t)-wn(i) | = op(l). (7.7.4)

t
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Теперь (7.7.4) и сходимость wn(t) к w(t) в В [О,1] влекут

С л е д с т в и е 7.7.2. Пусть выполнены условия 6.5.2, 6.5.3,

A,-/3) = o1,(i).

Тогда гуп(*) слабо сходится к w(t) в ©[0,1].

Введем статистики

x)-Go(x)}\, wl= I №(Gn{x)-Go(x)j\2

J
- o o

В силу следствия 7.7.2 при гипотезе #о из (7.7.1)

Р/з{А. < А} = Р/з{зир |й>„(*)1 < А} - P{sup |te(OI < А} =

Р/э{™п<А}=Р,з{ Jw2

n(t)dt<\\-+p( f w2(t)dt<\\ =
о

Здесь if (А) и 5(А) — известные и табулированные функции распре-
деления Колмогорова и Смирнова (см., например, [10, гл. 6]).

Итак, асимптотические распределения статистик Д , и w% при Но
свободны и известны, поэтому эти статистики можно использовать
для проверки гипотез относительно G(x).

Отметим еще, что если ki-a — квантиль К(Х) уровня 1 — а, то
в силу следствия 7.7.1

Р{ sup v ^ | Gn{x) - G(x) | < *!_«} -• 1 - a.

Отсюда следует, что асимптотический равномерный по х доверитель-
ный интервал для G(x) надежности 1 — а имеет вид

Gn(x) - U-^h-a < G(X) < Gn{x) + П

Рассмотрим теперь проверку параметрической гипотезы Не и з

(7.7.2). В схеме повторной выборки проверка таких гипотез была
объектом многих исследований, так что трудно перечислить всех, кто
внес вклад в эту область. Да мы и не ставим такой задачи. Ограни-
чимся несколькими избранными результатами. Итак, обозначим

Пусть в предположении, что HQ верна, Л„ — оценка истинного зна-
чения параметра Ло, при котором G(x) = G(x, Ао), а д(х, Л) — плот-
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ность G(x, А). Пусть при На из (7.7.2) выполнены следующие пред-
положения.

У с л о в и е 7.7.1. При любом А € Л 8ирд(х,\) <оо, д(х,Х)
X

оо

удовлетворяет условию Липшица по переменной х, f xg(x,X)dx = О,
оо

(х, X)dx < оо при некотором А > 0.

0 0

У с л о в и е 7.7.2. Функция f(G~1(t,X),X) непрерывна по
(t, А) при t € [0,1], А € Л.

У с л о в и е 7.7.3. Справедливо разложение

п

Vn(An - Ао) = г Г 1 ' 2 Y, 1(е*. Ло) + <*(1). (7-7.5)

где

0 0

— 00

оо

!(«, А)0(«, A)rfa; = О, Ь(А) := / I(ar, A) f{x, X)g{x, X)dx < оо.

Типичная ситуация, когда верно условие 7.7.3, следующая. Пусть
А„ = Ап(£ь •.., Sn) — какая-нибудь «хорошая» оценка AQ, построен-
ная (гипотетически) по ei,..., еп • Тогда обычно

(7.7.6)

причем слагаемые в (7.7.6) имеют среднее нуль и конечную ковариа-
ционную матрицу. Например, если Ап есть оценка максимального
правдоподобия, то при стандартных условиях регулярности

) ) ( 7.7.7)

где 7(А) — информация Фишера о параметре А, содержащая-
ся в £!,...,£„. В качестве оценки Ап естественно брать^А„ :=
:=K(ei(J3n),...,en(pn)), т.е. обращаться с остатками Si0n),...
...,е„(/3„) как с самими ненаблюдаемыми е\,...,еп. Если

)] =ор(1), (7.7.8)

то (7.7.6) и (7.7.8) влекут (7.7.5). Мы приведем далее пример такой
оценки.



272 ГЛ. 7. МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ АВТОРЕГРЕССИЯ [Ч.П

Обозначим ради краткости L = Xr(Ao), f(t) — / ( G " 1 ^ ) , Ao),
t

l(t) = i(G~1(t),A0), e(t) = fl(s) ds и введем случайный процесс
о

un[G(x,\n)] = ̂ {Gn(x) - G(xX)]-

После замены G(x,Xn) = t получим процесс un(t), определенный на
отрезке [0,1].

С л е д с т в и е 7.7.3. Пусть выполнены условия 7.7.1-7.7.3 и

( ) p)
Тогда при гипотезе #<? un(t) слабо сходится в В[0,1] к гаус-

совскому процессу u(i) со средним нуль и ковариацией

mm(t, s)-ts- fT(t)e(s) - fT(s)e(t) + fT(t)Lf(s).

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу (7.7.3)

sup | un [G(x, А„)] - V^[Gn(x) - G(x, А„)] | = op(l). (7.7.9)

Обозначим

tin [G(xX)\ = v4G«(«) - G(xX)} •

Тогда un(t) слабо сходится в Ю>[0,1] к u(t) в силу [62, теорема 1]. (В
частном случае (7.7.7) сходимость un(t) в В[0,1] к u(t) была устано-
влена в [29].) Этот факт и соотношение (7.7.9) влекут утверждение
следствия 7.7.3. П

Рассмотрим, в частности, гипотезу

НФ: G(x) € {Ф(х/сг), 0 < (г < ею}

о нормальности G{x) (которая, кстати, эквивалентна нормальности
процесса {щ} из (7.1.5)).

Оценкой дисперсии (Гц возьмем

fc=i

Тогда, легко проверить, при Нф выполнены (7.7.6) и (7.7.8) с 1(х, <г) =
= ж2 — о-2 и, следовательно, выполнено условие 7.7.3. Очевидно, усло-
вия 7.7.1, 7.7.2 также выполнены. Обозначим

6 -t].
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В силу следствия 7.7.3 с помощью простых вычислений получаем, что
при НФ um(t) слабо сходится в ©[0,1] к гауссовскому процессу ui(t)
со средним нуль и коварианией

min(<, s)-ts~ ^ Ф - ^ М Ф " 1 ^ ) ) * " 1 ^ * " 1 ^ ) ) .

1
где (р(х) = Ф'(х). Распределение f ul(t)dt табулировано, например,

о
в [21, 22] или [50], и потому Нф можно проверять критерием типа
омега-квадрат со статистикой

= J n2

ln(t)dt.

Приведенный пример нуждается в комментарии. Оказывается,
можно построить более мощный на естественном классе альтернатив
тест. А именно, следует основывать интегральную тестовую ста-
тистику на процессе

где еп = п~1^2£кШп), т.е. действовать так, как будто среднее зна-

чение у е4- не известно. Мы отсылаем читателя к работе [28], где
подобный феномен отмечен и объяснен для случая повторной выбор-
ки. В силу следствия 7.7.1 рассматриваемые тестовые статистики в
схеме авторегрессии асимптотически распределены так же, как ста-
тистики в схеме повторной выборки. С другой стороны, на практике
естественнее сразу предполагать неизвестное среднее у е,- и включать
его в число оцениваемых параметров. (О применении тестов типа
Колмогорова и омега-квадрат в схемах авторегрессии с ненулевым
средним и в более общих ситуациях см. [7].)

Процесс u(t) зависит от гипотетического семейства и истинного
параметра Ао (кроме нескольких исключений, например, когда не из-
вестны параметры сдвига и масштаба). Поэтому и функционалы типа
Колмогорова и омега-квадрат, основанные на un(t), также асимпто-
тически несвободны при #<?. Пример тому — процесс ui(t) и ста-
тистика wfn: распределения процесса ui(t) зависят от нормального
семейства, но не зависят от его. Можно преобразовать u(t) (и, анало-
гично, un(t)) к новому процессу, распределения которого свободны.
Такие преобразования изучали многие авторы, в частности см. [29,
39, 40]. Тестовые статистики можно основывать на преобразованном
процессе «„(<), они будут асимптотически свободны.

В некоторых случаях удается избежать необходимости преобра-
зовывать процесс un(t). А именно, для статистик Колмогорова—
Смирнова, основанных на ei,...,en, можно найти постоянные а и 6
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такие, что при гипотезе Не

lim p(sup|un[G(x,Xn)]|>z} = ae- 6^(H-o(l)) ) z -+ oo.
n—юо U x J

Последнее соотношение позволяет находить квантили статисти-
ки awp\un[G(x, А„)]| высокого уровня. Подобные результаты мож-

но найти, например, в [24, 31]. В силу следствия 7.7.3 статисти-
ка sup |«n[G(a:, А„)]| будет иметь те же асимптотические квантили.

Например, при Нф

lim pJSnp\uln^(x,sn)]\>z} = ^-exp(~2z2)(l + o(l)), z ^ oo

Уместно отметить, что теоремы типа 7.7.1 (и следствия типа
7.7.1- 7.7.3 из них) получены и для схем наблюдений, отличных от
рассматриваемых здесь. Выделим, в частности, следующие работы:
[7], где рассматривается схема линейной регрессии с автокоррелиро-
ванными погрешностями; [8], где рассматривается схема скользящего
среднего; [88], где рассматривается авторегрессия 1-го порядка с ко-
эффициентом /? таким, что |/?| > 1; [93], где рассматриваются схема
авторегрессии-скользящего среднего и более общие линейные процес-
сы; [87], где изучаются взвешенные эмпирические процессы.

§ 7.8. Приложение. Доказательство теоремы 7.7.1

Докажем теорему при q = 1. Рассуждение в общем случае прин-
ципиальных отличий не имеет, но более громоздко. Приводимое здесь
доказательство является модификацией доказательства из [6].

Итак, дальше /? и в — скаляры. Обозначим

Д , ( Ж ) = ( 1 ' £к<Х>

п

Тогда Gn(x,/?) = тГ1 ] Г Д*(ж), а так как ек(в) -ек-{0- /3)uk-i, то

п

Gn{x, в) = п-1

к=1

Поэтому

y/Z[Gn(x,Р + п-1/2 в) - Gn(x,/?)] = zln{x, в) + z2n(x, 9),

где
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k-1

Плотность вероятности g(x) ограничена и удовлетворяет условию
Липшица, а потому удовлетворяет и условию Гёльдера любого поряд-
ка 0 < 6 < 1 с некоторой постоянной L. Пусть дальше 6 = min(A, 1).

Применяя формулу Тейлора к Z2n(x, в), получаем

= в д(х) п~1 "^2 uk-i + еп(х, в),

где

sup sup
1К

n

Поскольку еще и и " 1 2jMfc_i = °р(1)> т о

fc=i

sup sup | M » i ^)l = " P C 1 ) - (7-8.1)
|9|<©

Докажем теперь, что

sup sup |Ma>, ^)l = ^ ( ! ) - (7-8-2)

Соотношения (7.8.1) и (7.8.2) повлекут утверждение теоремы.
Для доказательства (7.8.2) перейдем от верхней грани по конти-

нууму значений х и в в (7.8.2) к верхней грани по конечным мно-
жествам аргументов. Для этого разобьем отрезок [-0п~1/'2,0п~1''2]
на З т - частей точками т},„ = -Эп'1/2 + 20n-^23~m"s, s =
= 0,1,..., 3Ш п, и пусть 3 m " ~ logn. Разобьем также действительную
ось на Nn частей точками -оо = хо < a>i < . . . < a?jvn-i < ĴV,, = +оо,
где G(xi) = iJV^1, и пусть Nn ~ y/nlogn. Введем, кроме того, вели-
чины

йь = «* [1 - 2вп-1'Ч'т^1(иь > 0)],

ика = щ [1 - №п-ЧЧ-т*ч$1{чк < 0)], (7.8.3)
к = 1,. . .,п.
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Тогда

max (|u*,|, \йк,\) ^ 3|«*_i|.

Если T)jn таково, что

о ^ щп - п

то справедливы неравенства

[Ч.П

(7.8.4)

Поэтому для таких хг и xr+i, что хт ^ х ^ a;r+i, имеем

+ ,j ^Х + П~1/2 вик-1 ^ Xr+i + r)jnUk-l,j,
(7.8.5)

* = 1,...,п.

Обозначим LT, = (uO s,.. .,«n-i,e)- Пусть

п

zn(x,T)sn,U,) = n " 1 / 2 ^ [Afc(x + r)snUk-\,s)-
k=\

- G(x + r,snuk-ltS) - Ak(x) + G(x)]

и пусть Us, Zn^jTitn,!!,) определены аналогично по uks. Вследствие
монотонности Ак(х) и G(x) и (7.8.5) получаем (см. аналогичные рас-
суждения при доказательстве леммы 5.8.1)

sup sup |zin(a;,0)| <

^ sup sup \zn{xi+1)r),n,Ua)\ +

+ sup sup \гп(х{, ??.,„, U»)| +

+ sup

+ sup sup n ll2 У^

(7.8.6)

(7.8.7)

+ (7.8.8)

-!,<)]• (7-8.9)

Покажем, что выражения (7.8.б)-(7.8.9) есть ор(1). Для (7.8.8) это
верно при TV"1 = o(l) в силу доказательства теоремы 13.1 [4, 49].

Рассмотрим (7.8.9). Выражение под знаком супремумов с помо-
щью формулы Тейлора перепишем в виде
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Vn[G(xi+1) - G(xi)} + g(
n . n

x J^ «*-i.» - 9(*i)*l*nn~1/3 2 «*-x,. + «я, (7.8.10)

где

в силу (7.8.4). Третье слагаемое в (7.8.10) не больше

* = i

п

поскольку 3~ т " = о(1) и n~ 12j«jt_i = ор(1). Аналогично и второе

слагаемое в (7.8.10) есть ор(1), а первое равно T/HN*1 = О(1) В силу
выбора Nn. Итак, (7.8.9) есть ор(1).

Рассмотрим теперь (7.8.7). Здесь рассуждения довольно кропо-
тливы. Прежде всего аппроксимируем величины

величинами

jf=o

зависящими от конечного числа Sj. Пусть /п ~ - г logbn, где Щ <
< b < 1, а г > 2(1 + 5)/б натуральное. Аналогично « ь из (7.8.3)

введем величины

в;, = и*к [1 - гвп- 1 /^-""^ 1 ^"* > о)].

Перепишем теперь zn(%i, Van, U3) тождественно в виде
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где

&(i, *) = Д*(*« + 4.n«J-i,.) - С ( ж ' - + %»«*

Тогда выражение в (7.8.7) не больше

sup sup (U-^j^Mhs) + n-1 / 2i>(*»|Y

Поэтому Ve > 0 в силу неравенства Чебышева

Рд{ sup sup (\zn(xi,r),n,U,)\ > 2e\ <
•-i^JVn^3mn J

N n 3m» r f П

^ E E Р Л » - 1 / 2 Е ^
t = 0 * = 0 L k Jfc=l

M я 1 7

Ё
«=o »=o k=i

* = i

. (7.8.П)

Следующие две леммы устанавливают скорости сходимости к ну-
лю средних в (7.8.11).

я 2

Л е м м а 7.8.1. sup sup Eg n" 1 / 2 V г/Jj, s) = O(n" 3 / 2 ) .

(7.8.12)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде всего покажем, что

к,а

Имеем в силу определения « J . , H выбора /„

£ tf\ek4\ = 0(6'») = О(п-Г). (7.8-13)

Теперь из определений щ», и\, и неравенства |2 0n~1/23"m"»?7n I
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следует

supEplu*. - и*к,\ < З Е ^ К - «Ц +
к,а

+ 2Е/3\щ[1(и*1 ^ 0) - /(щ ^ 0)] |. (7.8.14)

Второе слагаемое в правой части (7.8.14) в силу неравенства Гёльдера
не больше

^ 0) -

til ^ 0, «1 < 0)} + Рр{и\ < 0, тц > 0)}] * .

Здесь с и далее с\, с%,... не зависят от г, г, s, п. Теперь в силу нера-
венства Чебышева

P^{«J ^ 0, «1 < 0} s$ P ^ j K - «i| > " ~ ^ } +

+ Рр{-п*¥ <«i <0} <

^ n « E |̂wi — «i| + n~ 6 supg(x)^cin~ * .

Оценивая аналогично Рр{и{ < 0, «i ^ 0} получаем, что второе сла-

гаемое в (7.8.14) есть О(п~1). Отсюда и из (7.8.14), (7.8.13) следует

(7.8.12). Осталось заметить, что величины {vk{i,s), к = 1,2,...,п}

центрированы, некоррелированы и

в силу (7.8.12) (см. аналогичное более подробное рассуждение при

доказательстве леммы 5.6.1). Отсюда следует утверждение лем-

мы 7.8.1. •

Л е м м а 7.8.2. sup Ер
n

к=1

4

= O(n-4og 3 n).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Величины {&(г, s), к = 1,..., п}

р-зависимы с р = /„ ~ — rlogjn, центрированы, некоррелированы и

|6(г»| < 2,
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в силу (7.8.4); Отсюда следует, что

п 4

+ sup (EPtl(i,s))2] = Oin-1 log3 n)

равномерно по i, s. D

Из лемм 7.8.1 и 7.8.2 следует, что (7.8.11) есть

O{Nn 3 m " n - 1 log3 n) - 0{п~112 log5 n) = o (1)

в силу выбора последовательностей Nn и 3ОТп. Следовательно, (7.8.7)
есть ор(1). Аналогично показывается, что и (7.8.6) есть ор(1). Тем
самым установлено соотношение (7.8.2), что совместно с (7.8.1) влечет
утверждение теоремы 7.7.1. •
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